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Аннотация. Инструментальное индентирование широко применяется в промышленности на всех этапах 
производства, как один из методов неразрушающего контроля свойств материала. Много работ посвящено 
совершенствованию датчиков и методов индентирования, однако с ростом количества измерений возникает 
потребность в автоматизации данного процесса. В настоящее время в публикациях практически нет 
исследований механизмов для автоматизации позиционирования индентора, особенно манипуляторов. Поэтому 
работа по созданию подобного манипулятора представляет как научный, так и прикладной интерес. Для 
реализации такого проекта необходимо решить целый ряд задач. Решение одной из таких задач и является 
целью представленной работы – описание кинематики механизма автоматизированного позиционирования 
индентора, построение рабочей области. В работе рассматривается пятизвенный манипулятор пантографного 
типа. В качестве приводов используются линейные актуаторы. 3D-модель механизма разработана в программе 
Компасс-3D. Кинематика манипулятора описывается при помощи параметров Денавита-Хартенберга. Решена 
прямая задача кинематики и на основе полученного решения и конструктивных особенностей манипулятора 
построена рабочая область. Получено решение обратной задачи кинематики в аналитическом виде для частного 
случая. Решение содержит трансцендентные функции и, т.к. в дальнейшем предполагается использование 
полученного решения для управления манипулятором, важным является вопрос анализа точности вычислений 
на всей рабочей области при использовании полученных выражений. Такой анализ был проведен, и расчеты 
показали, что при вычислениях с точностью 5 знаков после запятой отклонение расчетных координат от 
заданных приемлемы для данной задачи на всей рабочей области. Результаты, полученные в работе, позволяют 
оценить характеристики и возможности практического использования проектируемого механизма. Построенная 
модель с помощью метода Денавита-Хартенберга позволит в дальнейшем рассмотреть решение обратной задачи 
кинематики в общем случае и построить управление механизмом. 
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Abstract. Instrumental indentation is widely used in industry at all stages of production, as one of the methods of non-
destructive testing of material properties. Many articles are devoted to improving sensors and indentation methods, but 
with the increasing number of measurements, there is a need to automate this process. Currently, there is almost no 
research in publications on mechanisms for automating indenter positioning, especially manipulators. Therefore, the 
development of such a manipulator is of scientific and applied interest. To implement such a project, it is necessary to 
solve a number of tasks. In this article solves one of these problems – description of the indenter automated positioning 
mechanism kinematics and research of a working area. This article discusses a pantograph-type five-link manipulator. 
Linear actuators are used as drives. The 3D-model of the mechanism was developed in the Kompass-3D program. The 
kinematics of the manipulator is described using Denavit-Hartenberg parameters. The direct kinematics problem has 
been solved. Based on the solution obtained and the design features of the manipulator, the working area is investigated. 
The solution of the inverse kinematics problem in an analytical form for a special case is obtained. The solution contains 
transcendental functions, and since in the future it is assumed that the resulting solution will be used to control the 
manipulator, it is important to analyze the accuracy of calculations across the entire working area when using the 
expressions obtained. Such an analysis was carried out and calculations showed that when calculating with 5 decimal 
places accuracy, the deviation of the calculated coordinates from the specified ones is acceptable for this task on the 
entire working area. The obtained results make it possible to evaluate the characteristics and possibilities of practical use 
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of the designed mechanism. The constructed model using the Denavit-Hartenberg method will allow us to further 
consider the solution of the inverse kinematics problem in the general case and develop mechanism control. 
 

Введение. В настоящее время предъявляются все более высокие требования к качеству 
различных деталей, которое во многом зависит от прочностных свойств исходных 
материалов. Традиционно эти свойства определяются прямыми методами разрушающих 
испытаний, которые требуют обязательное изготовление образцов-свидетелей. В условиях, 
когда возрастает необходимость контроля свойств материалов на всех этапах производства – 
от исходной заготовки до конечного продукта, использование разрушающих методов 
контроля нецелесообразно, а при некоторых технологиях производства (например, детали 
произведенные методом 3D-печати) или необходимости контроля на всей поверхности 
заготовки применение подобных методов невозможно [1]. В связи с этим возрастает 
актуальность безобразцовых методов контроля свойств материалов, одним из которых 
является инструментальное индентирование [2], позволяющее без разрушения детали и 
изготовления образцов определить твердость и модуль упругости материала [3]. В настоящее 
время выпускается различное оборудование для инструментального индентирования от 
переносных твердомеров до больших стационарных аппаратно-программных комплексов [4], 
и данное направление активно развивается – совершенствуются как датчики [5], так и методы 
испытания и обработки полученных результатов [6]. При этом, с учётом расширения 
номенклатуры испытуемых материалов и необходимости контроля их механических 
характеристик на разных этапах производственного цикла, большое прикладное значение 
имеет вопрос автоматизации процесса позиционирования индентора. На сегодняшний день 
существуют серийные установки для автоматизированного инструментального 
индентирования. Это, прежде всего, стационарные приборы для лабораторных испытаний, 
производимые зарубежными компаниями Rtec Instruments, CSM Instruments, Frontics Inc., а 
также российскими ФГБНУ "ТИСНУМ", выпускающим твердомеры серии «Наноскан». 
Существуют также и автоматизированные мобильные установки типа Frontics AIS [7],  
PIIT-02 [8], MPM I2S, Тест-5У, SSM-M1000 [9] и др., предназначенные для экспресс-контроля 
материалов в производственных условиях. Вместе с тем, возможности существующих 
приборов инструментального индентирования являются ограниченными при контроле 
крупногабаритных изделий. Так, например, входной контроль поступающего на 
производство материала в виде листов или плит является затруднительным – из-за больших 
длины и ширины их зачастую не удаётся правильно расположить под испытательной 
установкой. Для таких случаев перспективным является использование манипулятора с 
закреплённым на нём нагружающим устройством для индентирования – применение такого 
устройства позволит проводить контроль механических характеристик на всей поверхности 
материала, что существенно расширит область применения метода инструментального 
индентирования в условиях производства. Цель данной работы – описать кинематическую 
модель манипулятора для автоматизации позиционирования индентора. Задачи: построить 
математическую модель и рабочую область механизма автоматизированного 
позиционирования индентора, а также рассмотреть точность вычислений обратной задачи 
кинематики для частного случая. 

Материалы и методы исследований. Рассматриваемый манипулятор представляет 
собой пятизвенный механизм последовательной структуры с вращательными сочленениями 
(рис. 1). Первое звено соединено с основанием, на пятом звене расположен индентор. В 
механизме присутствуют два звена пантографного типа (звено 2 и 4). Звенья 3 и 5 хотя и 
являются частью кинематической цепи, и рассматриваются как отдельные звенья, не имеют 
собственных степеней свободы. По сути, это специальные конструктивные элементы, 
дополняющие геометрию звеньев пантографного типа до параллелограмма. Особенность 
звеньев пантографного типа в том, что при повороте такого звена в своей плоскости все 
последующие звенья сохраняют параллельность своим первоначальным положениям. В 
итоге, за счет конструкции манипулятора индентор всегда остается перпендикулярен 
поверхности основания. 
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Рис. 1. Общий вид манипулятора, цифрами обозначены номера звеньев 

 
Использование механизма последовательной структуры позволяет получить большую 

рабочую область. В некоторых источниках отмечается, что жесткость такой системы может 
быть меньше, чем у механизмов параллельной структуры [10], но применение линейных 
актуаторов позволяют достаточно жестко зафиксировать положение манипулятора в процессе 
индентирования. 

Для построения рабочей области манипулятора необходимо решить прямую задачу 
кинематики, которую обычно решают с использованием метода Денавита-Хартенберга [11]. 
Например, в [12] и в [13] описывается кинематика механизмов последовательной структуры с 
использованием данного метода 

Для построения управления механизмом позиционирования индентора необходимо 
решить обратную задачу кинематики. Не существует универсального алгоритма для 
получения аналитического решения ОЗК [14]. В ряде случаев аналитическое решение удается 
получить, используя знание кинематической схемы конкретного механизма [15]. В 
исследованиях [16] и [17] знание геометрии и структуры манипуляторов позволили получить 
решение ОЗК в аналитическом виде. В [18] ОЗК решена для последовательных положений 
механизма, реализующих движение рабочего органа по заданной траектории. 

Введем базовую систему координат X0Y0Z0, связанную с основанием манипулятора, в 
которой плоскость ОX0Y0 расположена в плоскости крепления основания, а ось Z0 направим 
вдоль оси первого сочленения. Все последующие системы координат, связанные со звеньями 
механизма, вводятся в соответствии с методом Денавита-Хартенберга [19]. Системы 
координат, определяющие положения звеньев механизма представлены на рисунке 1. 

Подход Денавита-Хартенберга к описанию кинематики механизма позволяет 
уменьшить количество координат, определяющих положение и ориентацию каждого 
последующего звена в системе координат предыдущего, и вместо шести координат, 
определяющих положение звена, требуется всего четыре. Эти координаты принято называть 
параметрами Денавита-Хартенберга (ДХ параметры) и для рассматриваемого манипулятора 
они приведены в таблице 1. 

 
Табл. 1. ДХ параметры систем координат звеньев манипулятора 

Звено i ai αi di θi 
1 a1 π/2 d1 θ1 
2 a2 0 0 θ2 
3 a3 0 0 – θ2 
4 a4 0 0 θ4 
5 a5 – π/2 0 – θ4 
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Для сочленений рассматриваемого манипулятора параметры di, ai, и αi обусловлены 
конструкцией механизма и являются постоянными, параметры θi изменяется при вращении  
i-го звена относительно (i-1)-го, т.е. являются обобщенными координатами. Таким образом, 
положение механизма, однозначно характеризуется тремя угловыми координатами (θ1, θ2, θ4). 
Поэтому несмотря на наличие линейных актуаторов удобно использовать именно угловые 
обобщенные координаты для описания кинематики манипулятора. 

На заключительном этапе построим матрицы однородных преобразований Ai, которые 
связывают однородные координаты точки в i-й системе координат с координатами этой точки 
относительно (i-1)-й системы отсчета и являются произведением однородных матриц 
элементарного поворота-сдвига: 

cos sin 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0

sin cos 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 cos sin 0

0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 sin cos 0

0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

cos cos sin sin sin cos

sin cos c

i i i

i i i i
i

i i i

i i i i i i i

i i

a

A
d

a

θ − θ       
       θ θ α − α       = ⋅ ⋅ ⋅ =
       α α
       
       

θ − α θ α θ θ
θ α

=
os sin cos sin

.
0 sin cos

0 0 0 1

i i i i i

i i i

a

d

 
 θ − α θ θ 
 α α
 
 

 (1) 

Подставив в выражение (1) ДХ параметры рассматриваемого механизма из таблицы 1, 
получим матрицы однородных преобразований для рассматриваемого механизма: 

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2
1 2

1

2 2 3 2 4 4

2 2 3 2
3 4

cos 0 sin cos cos sin 0 cos

sin 0 cos sin sin cos 0 sin
, ,

0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 1

cos sin 0 cos cos sin 0

sin cos 0 sin
,

0 0 1 0

0 0 0 1

a a

a a
A A

d

a

a
A A

θ θ θ θ − θ θ   
   θ − θ θ θ θ θ   = =
   
   
   

θ θ θ θ − θ 
 − θ θ − θ = =
 
 
 

4 4

4 4 4 4

4 4 5 4

4 4 5 4
5

cos

sin cos 0 sin
,

0 0 1 0

0 0 0 1

cos 0 sin cos

sin 0 cos sin
.

0 1 0 0

0 0 0 1

a

a

a

a
A

θ 
 θ θ θ 
 
 
 

θ θ θ 
 − θ θ − θ =
 −
 
 

 (2) 

Однородная матрица T5, определяющая положение системы координат X5Y5Z5, 
связанной с точкой крепления корпуса индентора, относительно неподвижной системы 
координат, представляет собой произведение матриц T5=A1A2A3A4A5 и имеет вид: 

1 1 1 1 2 2 3 4 4 5

1 1 1 1 2 2 3 4 4 5
5

2 2 4 4 1

cos sin 0 cos ( cos cos )

sin cos 0 sin ( cos cos )

0 0 1 sin sin

0 0 0 1

a a a a a

a a a a a
T

a a d

θ − θ θ ⋅ + θ + + θ + 
 θ θ θ ⋅ + θ + + θ + =
 θ + θ +
 
 

. (3) 

Наконечник индентора (точка K на рис. 1) во время позиционирования остается 
неподвижным с однородными координатами 5 6(0 0 1)TK d= −  относительно системы 

координат X5Y5Z5. Используя выражение (3), можем получить однородные координаты точки 
K в неподвижной системе координат X0Y0Z0: 
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1 1 2 2 3 4 4 5

1 1 2 2 3 4 4 5
0 5 5

2 2 4 4 1 6

cos ( cos cos )

sin ( cos cos )
.

sin sin

1

a a a a a

a a a a a
K T K

a a d d

θ ⋅ + θ + + θ + 
 θ ⋅ + θ + + θ + = =
 θ + θ + −
 
 

 (4) 

Результаты. В выражении (4) часть параметров являются постоянными для 
рассматриваемого механизма, а именно: 

1 2 3 4 5

1 2

20мм, 600мм, 120мм, 600мм, 20мм,

80мм, 80мм.

a a a a a

d d

= = = = =
= =

 (5) 

Подставив численные значения (5) в выражение (4), получим: 

1 2 4

1 2 4
0

2 4

cos (160 600cos 600cos )

sin (160 600cos 600cos )

600sin 600sin

1

K

θ ⋅ + θ + θ 
 θ ⋅ + θ + θ =
 θ + θ
 
 

. (6) 

Конструкция механизма накладывает на углы θ1, θ2, θ4 следующие ограничения: 

1 2 4, 0 , 0
2 2 2 2

π π π π− ≤ θ ≤ ≤ θ ≤ − ≤ θ ≤ . (7) 

Подставив возможные значения углов (7) в выражение (6), построим рабочую область 
механизма автоматизированного позиционирования индентора в системе координат X0Y0Z0 
(рис. 2). 

 
Рис. 2. Рабочая область манипулятора 

 
Рассмотрим решение обратной задачи кинематики для частного, но практически важного 

случая – необходимо спозиционировать индентор в плоскости X0OY0. Т.е. необходимо провести 
индентирование некой листовой заготовки, лежащей на столе перед манипулятором. Рабочая 
область манипулятора в плоскости X0OY0 представлена на рисунке 3. 

 
Рис. 3. Рабочая область манипулятора на плоскости X0OY0 
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С учетом, что позиционирование индентора производится на плоскости X0OY0 из 
выражения (6) получим: 

0 1 2 4

0 1 2 4

2 4

cos (160 600cos 600cos ),

sin (160 600cos 600cos ),

0 600sin 600sin .

X

Y

= θ ⋅ + θ + θ
 = θ ⋅ + θ + θ
 = θ + θ

 (8) 

Из последнего уравнения системы (8), с учетом конструктивных ограничений на углы 
(7) получим: 

2 4θ = −θ  (9) 

Обозначим за r – расстояние от начала координат до точки на плоскости, в которой 

необходимо спозиционировать индентор. С одной стороны, 2 2
0 0r X Y= + , с другой стороны: 

0 1cosX r= θ , 0 1sinY r= θ . Подставим данные соотношения и (9) в (8) получим: 

2 2
0 0 2

2 2
0 1 0 0

1200cos 160,

sin .

X Y

Y X Y

 + = θ +


= θ +

 (10) 

Решая (10), с учетом (9) получаем: 
2 2
0 0

2

2 2
0 0

4

0
1 2 2

0 0

2
arccos ,

1200 15

2
arccos ,

1200 15

arcsin .

X Y

X Y

Y

X Y

  +
  θ = −

   
  +

 θ = − −
   


 
 θ =
 +  

 (11) 

Выражения (11) являются аналитическим решением ОЗК для рассматриваемого 
частного случая. 

Поскольку решение содержит трансцендентные функции, важно проанализировать 
точность численных вычислений во всей рабочей области. Сначала с шагом в 10 мм. по 
каждой координате возьмем точки в области 0 0...1360ммX = , 0 1360...1360ммY = −  

(прямоугольник, в который вписана рабочая область), затем отбросим те, которые не 
попадают в рабочую область. В итоге получим 28769 точек для проверки точности 
численных вычислений, равномерно распределенных по рабочей области.  

Для каждой из отобранных точек, были сначала рассчитаны углы θ1, θ2, θ4 используя 
аналитическое решение (11), затем получившиеся значения углов были подставлены в (8). В 
итоге, для каждой заданной точки с координатами (X0, Y0), была получена расчетная точка в 
рабочей области, ее координаты обозначим (X0p, Y0p). Далее посчитаем Δ – отклонение 
расчетной точки от заданной, по формуле:  

2 2
0 0 0 0( ) ( )p pX X Y Y∆ = − + − . (12) 

Для понимания точности вычислений в различных точках рабочей области были 
проведены вычисления с различным количеством знаков после запятой. На рисунке 4 
визуально представлены результаты расчетов с точностью 3, 4 и 5 знаков после запятой. Для 
наглядности, каждая исходная точка на графике окрашена в один из трех цветов, в 
зависимости от Δ: зеленый – ошибка менее 2 мм (такая точность удовлетворительна для 
данной задачи), желтый – 2…10 мм., красный – более 10 мм. 

Проведенный анализ показывает, что при вычислениях с точностью 3 знака после 
запятой, ошибка вычислений будет достаточно большой притом на всей рабочей области. 
При расчетах с точностью до 4-го знака после запятой, большие ошибки наблюдаются только 
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на границе рабочей области, повышение точности до 5-го знака, практически полностью 
убирает ошибки и там. Дальнейшее повышение точности вычислений не приносит заметного 
улучшения результата. 

 
Рис. 4. Отклонение расчетной точки от заданной при расчетах с различной точность:  

a – 3 знака после запятой; b – 4 знака после запятой; c – 5 знаков после запятой 
 

Выводы. Результаты, полученные в работе с использованием представлений Денавита-
Хартенберга, позволяют оценить размер и конфигурацию рабочей области. С помощью 
построенного описания кинематики механизма получено решение в аналитическом виде 
обратной задачи кинематики в частном случае, проведена оценка точности расчетов по 
отклонению расчетных значений от заданных на всем рассматриваемом участке рабочей 
области. Результаты численных вычислений, представленные на рисунке 4, показывают 
приемлемую точность вычислений для данной модели при выборе четырех и более знаков 
после запятой. 

Заключение. Полученная кинематическая модель механизма в дальнейшем позволит 
рассмотреть решение обратной задачи кинематики в общем случае. Продолжение 
исследований позволит построить динамическую модель механизма, разработать систему 
управления, обеспечивающую приемлемую точность позиционирования во всей рабочей 
области, что в свою очередь будет использовано при создании манипулятора для 
оперативного контроля механических характеристик материала на производстве. 
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