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Аннотация. Рассмотрена методика исследования напряженно-деформированного состояния пересекающейся 
цилиндрической оболочки со вставкой в виде конической оболочки. Конструкции такого типа применяются в 
трубопроводных системах для транспортировки газообразных и жидких продуктов и в различных конструкциях 
энергетического машиностроения. Исследование проводилось с использованием метода конечного элемента в 
рамках теории тонких оболочек с использованием изопараметрических конечных элементов. В работе получены 
геометрические соотношения на линии соединения оболочек в различных системах координат. Выведены 
формулы для матриц перехода из локальных базисов оболочек к глобальному ортонормированному декартову 
базису, в котором хранятся координаты узловых точек конечно-элементной модели и их перемещения. Для 
расчета напряженно-деформированного состояния рассматриваемых конструкций, в авторскую 
специализированную программу SAIS, был разработан и внедрен блок сопряжения, который производит 
автоматическую генерацию конечно-элементной модели, состоящей из цилиндрического сосуда и 
присоединенному к нему патрубка конической формы. Верификация прикладной методики и вычислительной 
программы осуществлялась путём решения модельных задач по расчёту соединений цилиндрических и 
конической оболочек с нулевым углом конусности. Проведённое сопоставление расчётных результатов с 
экспериментальными данными подтвердило ожидаемую степень их соответствия. 
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Abstract. This paper presents a methodology for studying the stress-strain state of an intersecting cylindrical shell with 
a conical shell insert. Structures of this type are used in pipeline systems for transporting gaseous and liquid products 
and in various power engineering applications. The study was conducted using the finite element method within the 
framework of thin-shell theory using isoparametric finite elements. In this paper, geometric relationships for the shell 
connection line were obtained in various coordinate systems. Formulas were derived for the transition matrices from 
local shell bases to a global orthonormal Cartesian basis, which stores the coordinates of the nodal points of the finite 
element model and their displacements. To calculate the stress-strain state of the structures under consideration, a 
coupling module was developed and implemented in the proprietary SAIS software. This module automatically 
generates a finite element model consisting of a cylindrical vessel and a conical nozzle attached to it. Verification of the 
applied methodology and computational program was carried out by solving model problems for calculating connections 
between cylindrical and conical shells with a zero cone angle. A comparison of the calculated results with experimental 
data confirmed the expected degree of their agreement. 
 

Введение 
Конструктивные соединения в виде патрубков или штуцеров на обечайках и днищах 

сосудов и аппаратов, работающих под давлением, относятся к категории ответственных 
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узлов. Задача определения напряжений в них является сложной. Для её решения в 
действующих нормах прочности (ГОСТ Р 52857.3-2007 «Сосуды и аппараты. Нормы и 
методы расчета на прочность. Укрепление отверстий в обечайках и днищах при внутреннем и 
внешнем давлениях»), а также в более жёстких нормах для атомных энергетических 
установок, (Нормы расчета на прочность оборудования и трубопроводов атомных 
энергетических установок. – М.: Энергоатомиздат, 1989. – 525 с.), наряду с аналитическими 
методами расчёта допускается применение численных и экспериментальных методов. 

Задачи деформирования пересекающихся цилиндрической и конической оболочек 
являются малоизученными. Известные публикации касаются в основном соединений типа 
«цилиндр-конус», в которых пересекающей оболочкой (меньшего диаметра) является 
цилиндрическая оболочка [1-5]. Что же касается соединений, где пересекающей является 
коническая оболочка, то авторам неизвестны опубликованные работы на эту тему. В то же 
время такие конструктивные узлы применяются на практике, например, в трубопроводах 
различного назначения, где магистральная труба имеет отводы в виде конических 
переходников. Поэтому рассматриваемая задача имеет практическую значимость. 

1. Геометрия пересечения оболочек. Рассмотрим пересечение цилиндрической и 
конической оболочек, рис.1. При этом предполагаем, что радиус цилиндрической оболочки R 
больше или равен радиусу конической оболочки в зоне пересечения. Значение радиуса 
конической оболочки в зоне пересечения обозначим r0. Цилиндрическую оболочку будем 
называть основной оболочкой или трубой, а коническую оболочку – патрубком. Введем еще 
безразмерный параметр Rrq /0= . 

Для адекватного моделирования соединений пересекающихся оболочек 
предпочтительным является использование теории оболочек, в которой геометрические и 
статические соотношения записываются для точек срединной поверхности оболочки в 
системе криволинейных координат. Во-первых, такой подход позволяет точно представлять 
геометрию оболочечной конструкции; во-вторых, обеспечивает возможность правильного 
учета взаимосвязанной мембранной и изгибной деформаций оболочки, обусловленной 
кривизной поверхности. При таком моделировании соединения необходимо получить два 
вида геометрических зависимостей: 1) координатные соотношения для точек линии 
пересечения срединных поверхностей оболочек; 2) матрицу преобразований систем 
криволинейных координат на линии пересечения. 

 
 а б 

Рис. 1. Соединение пересекающихся оболочек 
 

Для описания геометрии пересечения срединных поверхностей оболочек, введем две 

декартовы системы координат − основную систему координат Oxyz с базисом ),,( kjiI
rrr

=  и 

вспомогательную систему координат O'x'y'z' с базисом ),,( kjiI ′′′=′
rrr

 (см. рис. 1, а). 
Направления координатных осей с ортами показано на рисунке 1, а, при этом системы 
координат являются правыми. Тогда плоскость Oxz – главная плоскость, а Oyz – поперечная 
плоскость соединения пересекающихся оболочек. 
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Матричное соотношение, связывающее координаты точек в системах Oxyz и O'x'y'z', 
имеет вид: 
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где L – матрица перехода от базиса I к базису I', 00 =x , 00 =y , Rz =0  – координаты точки O' в 

основной системе координат (R – радиус срединной поверхности цилиндрической оболочки). 
Геометрия срединной поверхности пересекающих оболочек во введенной системе 

координат определяется радиусами срединной поверхности трубы (R) и патрубка (r0), углом 
конусности αk, а также положением единичного вектора );;( pnmi ′

r
 по отношению к базисной 

системе координат. Однако легко заметить, что для определения положения патрубка по 
отношению к трубе достаточно двух угловых параметров α и β. Положение патрубка по 
отношению к трубе в системе координат Oxyz определяется так же, как и движение твердого 
тела с одной неподвижной точкой, тремя углами Эйлера. Поскольку патрубок является 
осесимметричной оболочкой, угол собственного вращения вокруг оси патрубка не изменяет 
геометрию конструкции, поэтому его можно не рассматривать. Таким образом, при помощи 
двух углов − угла прецессии и угла нутации − можно определить положение патрубка по 
отношению к трубе. Вместо этих углов введем два аналогичных угла: α – угол между вектором 
i ′
r

 и поперечной плоскостью; β – угол между вектором i ′
r

 и продольной плоскостью. 
Единичный вектор );;( pnmi ′

r
 в базисной системе координат определяется через углы α и β: 

α⋅β= coscosm ; β−= sinn ; α⋅β−= sincosp . (3) 

Из условия ортогональности векторов i ′
r

, j ′
r

, k′
r

 и расположения вектора k′
r

 в плоскости 

Oxz можно определить координаты векторов k′
r

 и j ′
r

 в базисной системе координат: 
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Подставляя координаты векторов i ′
r
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 в соотношения для матрицы L, получим: 
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Умножив (1) слева на L-1 и учитывая ортогональность матрицы L, получаем такие 
соотношения для координат: 

0XXLX T ′+=′ , TRmRpnpRX },,{0 −−=′ . (5) 

Теперь необходимо получить уравнения линии пересечения. Для этого введем на трубе 
и патрубке криволинейные координаты с базисами, определяемыми векторами 1e

r
, 2e
r

, 3e
r

 и 1e′r , 

2e′r , 3e′r  (рис. 1, a). 

На поверхности трубы выполняются равенства 
sx = ; ϕ⋅= sinRy ; ϕ⋅= cosRz ; (6) 

где s и φ – меридиональная и окружная координаты в цилиндрической системе координат, 
связанной с поверхностью трубы. 

На поверхности патрубка выполняются равенства 

ksx α′=′ cos , ϕ′⋅=′ sinry ; ϕ′⋅=′ cosrz ; ksrr α⋅′+= sin0 ; (7) 
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где s' и φ' – меридиональная и окружная координаты в цилиндрической системе патрубка;  
αk – угол конусности; r – текущий радиус поперечного сечения конической оболочки 
(патрубка); r0 – радиус поперечного сечения, проходящего через точку O'. 

Подстановка уравнений (4), (6) и (7) в соотношение (1) дает систему уравнений, 
необходимую для определения зависимостей между криволинейными координатами на 
линии пересечения: 
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Подставляя в (8) выражение ksrr α⋅′+= sin0 , получаем: 
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где ϕ′⋅⋅+ϕ′⋅⋅−=ϕ′ cossin)( rpnmD , ϕ′⋅+ϕ′⋅⋅−=ϕ′ cossin)( mpnF . (10) 
Получим теперь параметрическое уравнение линии пересечения оболочек. В качестве 

параметра удобнее использовать окружную координату φ' патрубка. Таким образом, задавая 
значения параметра φ' необходимо получить значения остальных криволинейных координат 
s', s и φ как функций параметра φ': 

)(1 ϕ′=′ fs ; )(2 ϕ′= fs ; )(3 ϕ′=ϕ f . (11) 

Для упрощения формы записи системы (9) введем коэффициенты, зависящие от 
выбранного параметра φ': 

kk DmA α⋅ϕ′+α⋅=ϕ′ sin)(cos)( , 

RlnB kk /)sinsincos()( ϕ′⋅α⋅+α⋅=ϕ′ , (12) 

RFpC kk /)sin)(cos()( α⋅ϕ′+α⋅=ϕ′ , 

ϕ′⋅⋅=ϕ′ sin)( lqE . 
С учетом обозначений (10) и (12) система (9) примет более простой вид: 

0rDsAs ⋅+′⋅= ; EsB +′⋅=ϕsin ; FsC +′⋅=ϕcos . 

Используем основное тригонометрическое тождество: 
2222 2sin EsEBsB +′⋅⋅+′⋅=θ ; +′⋅⋅+′⋅=θ 2222 2cos FsFCsC ; 

1)()(2)( 22222 =++′⋅⋅+⋅+′⋅+ EFsFCEBsCB . 
Получаем параметрические зависимости переменных s, s' и φ от параметра φ' на линии 

пересечения в виде: 
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Для сопряжения оболочек трубы и патрубка необходимо получить матрицу 

преобразований от базиса },,{ 321 eeee=  к базису },,{ 321 eeee ′′′=′ . Из геометрических 

соображений получаем матрицу преобразований T1 от базиса I к базису e. 
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Матрица преобразований T2 от базиса I'  к базису e' получается суперпозицией двух 
поворотов на угол φ' вокруг оси O'x' и угол αk вокруг оси O'y': 
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ITe ′⋅=′ 2  или eTI T ′⋅=′ 2 ; 
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где φ и φ' – окружные координаты трубы и патрубка (для одной точки на линии пересечения 
оболочек).  

Из соотношения (1) следует преобразование для базисов: 
ILI ′⋅= . (16) 

Подставляя в выражения (14) соотношения (15) и (16), получим: 
eeTLTILTITe T ′⋅Λ=′⋅⋅⋅=′⋅⋅=⋅= 2111 . 

TTLT 21 ⋅⋅=Λ  или ee ⋅Λ=′ . (17) 
где Λ – матрица перехода от базиса e' к базису e. 

Производя перемножение, получим 
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Произведя перемножение матриц S и TT2 , получаем компоненты λij матрицы Λ 
преобразования в явном виде: 

ϕ′α+ϕ′α+α=λ cossinsinsincos 131211 kkk SSm ; 

ϕ′−ϕ′=λ sincos 131212 SS ; 

ϕ′α+ϕ′α+α−=λ coscossincossin 131213 kkk SSm ; 

ϕ′α+ϕ′α+α−=λ cossinsinsincos 232221 kkk SSmn ; 

ϕ′−ϕ′=λ sincos 232222 SS ; (18) 

ϕ′α+ϕ′α+α=λ coscossincossin 232223 kkk SSnm ; 

ϕ′αϕ+ϕ′αϕ−α−=λ cossincossinsinsincos31 kkk mmp ; 

ϕ′ϕ−ϕ′ϕ−=λ sincoscossin32 mm ; 

ϕ′αϕ+ϕ′αϕ−α=λ coscoscossincossinsin33 kkk mmp . 

Здесь Sij – компоненты матрицы S: 
ϕ⋅−ϕ⋅= sincos12 pnS ; ϕ⋅ϕ+ϕ⋅= cossin13 nS ; 

ϕ⋅⋅+ϕ⋅= coscos22 pnlS ; ϕ⋅⋅−ϕ⋅= cossin23 pnlS . 

Для расчета напряженно-деформированного состояния 
пересекающихся оболочек применена специализированная 
вычислительная программа SAIS, которая [6], которая 
разработана в работах [7, 8]. В данной работе она была 
модернизирована для решения поставленной задачи. В 
работе создан модуль для автоматической генерации 
конечно-элементной модели соединения цилиндрической 
оболочки с коническим патрубком. На рисунке 2 
представлена КЭМ с радиально присоединенным 
коническим патрубком, автоматически сгенерированный 
программой SAIS. С учетом симметрии задачи, 
рассматривается четвертая часть модели. На основной 
оболочке сетка получается путем проведения нескольких 
эквидистантных слоев, а затем плавного спрямления линий. 

 
Рис. 2. КЭМ для радиального 
соединения цилиндр-конус 
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В работах [9, 10], используя и модернизируя данную программу, было проведено 
исследование напряженно-деформированного состояния пересекающихся оболочек в 
нелинейной постановке. 
 

2. Анализ напряженно-деформированного состояния. На напряженно-
деформированное состояние пересекающихся цилиндрической и конической оболочек 
основное влияние оказывает комплекс относительных геометрических параметров 
соединения. Основными параметрами являются: 

Rr /0 ; Hr / ; hr /0 ; Rlc / ; 0/ rlk ; αk; α; 

где H, h – толщина цилиндрической и конической оболочек, lc, lk – длина цилиндрической и 
конической оболочек. 

Все эти параметры в разной степени оказывают влияние на напряженное состояние в 
оболочках для различных типов нагружения. Исследуем влияние некоторых (основных) 
параметров на напряженное состояние конструкций, состоящих из цилиндрической трубы и 
приваренной к ней конического патрубка меньшего радиуса. 

Для исследования рассмотрим конструкцию со следующими значениями основных 
безразмерных параметров: 

5,0/0 =Rr ; 100/ =Hr ; 50/0 =hr ; 3/ =Rlc ; 2/ 0 =rlk ; 0=α . 

В качестве нагрузки выберем наиболее распространенный вид нагружения подобных 
конструкций – внутреннее давление.  

На рисунке 3 приведены результаты распределения максимальных эквивалентных 
напряжений вдоль линии пересечения для патрубка и оболочки при трех значениях угла 
конусности }20,10,0{ °°°=αk . 

 
 а б 

Рис. 3. Распределение максимальных эквивалентных напряжений по линии пересечения 
 

В качестве расчетных результатов приведены безразмерные максимальные 
эквивалентные напряжения, определенные по теории наибольших касательных напряжений 

0
maxmax / σσ=σ эквэкв , где max

эквσ  − максимальные эквивалентные напряжения; HpR/0 =σ  – 

номинальные напряжения в соединении. 
Анализ напряженного состояния показывает, что величина максимальных напряжений 

принимает наибольшее значение в зоне сопряжения оболочек при °=ϕ′ 0  (в главной 
плоскости) и плавно убывает с увеличением угла φ'. 

С увеличением угла конусности максимальные значения по всей линии пересечения 
уменьшаются, сохраняя характер зависимости напряжений от угла φ'. 

На рисунке 4 представлено изменение напряжений по линии пересечения для 
различных значений параметра q при нулевом значении угла конусности αk, т.е. при 
пересечении двух цилиндрических оболочек. Из графиков видно, что при увеличении 
радиуса конуса, при фиксированном значении радиуса цилиндра, напряжения по всей линии 
пересечения, как на патрубке, так и на трубе возрастают. В предельном случае, когда радиусы 
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сечений оболочек совпадают, в зоне поперечной плоскости наблюдается локальный всплеск 
напряжений, который объясняется сложностью геометрии линии пересечения при близких 
значениях радиусов пересекающихся оболочек. 

Данные исследования проведены для проверки предельного перехода конической 
оболочки к цилиндрической. Полученные результаты совпадают с результатами работ [7, 8]. 

a)
 

 а б 
Рис. 4. Распределение максимальных эквивалентных напряжений по линии пересечения для 

различных значений отношений радиусов оболочек 
 

На рисунке 4 представлена картина изменений максимальных напряжений по линии 
пересечения для значения угла конусности °=α 20k  по линии пересечения оболочек. 

Характер изменения максимальных напряжений для пересечения цилиндр-конус совпадает с 
пересечением цилиндр-цилиндр. 

Следует отметить, что при заданном значении угла конусности αk предельное значение 
параметра q* для радиального соединения, определяется по формуле: 

2*

2*

1

1
sin

q

q
k +

−=α  или 
k

kq
α+
α−=

sin1

sin1* . 

 
Заключение 
В работе рассмотрены некоторые задачи, связанные с исследованием пересекающихся 

оболочек как специального класса оболочечных конструкций. Такие исследования носят 
фундаментальный характер и имеют важное прикладное значение. Полученные результаты 
по моделированию соединений пересекающихся цилиндрической и конической оболочек и 
анализу концентрации напряжений в них являются новыми и могут быть использованы в 
различных технических областях при проектировании и прочностном анализе подобных 
конструктивных узлов. 
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