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Аннотация. В статье рассматривается динамическое поведение элементов стрелочного перевода при 
воздействии асимметричной нагрузки. Исследовано влияние неравномерного распределения нагрузки на 
динамические характеристики рельса и плитного основания. В работе использован комплексный подход, 
включающий: математическое моделирование рельса, анализ распространения волн в рельсе, моделирование 
взаимодействия колеса и рельса, моделирование плитного основания. Предложена математическая модель 
динамического взаимодействия колеса и рельса, учитывающая упругопластические свойства материалов и 
волновые процессы. Для моделирования рельса использованы определяющие соотношения для криволинейных 
стержней. Плитное основание представлено как плоский вязкоупругий элемент в трехмерном пространстве. 
Описан численный метод решения интегро-дифференциального уравнения динамического контакта. 
Полученные результаты могут быть использованы для оценки работоспособности и долговечности стрелочных 
переводов. 
 

DYNAMIC BEHAVIOR OF THE SWITCH ELEMENTS UNDER THE A CTION OF AN 
ASYMMETRIC LOAD 

 
Korolev V.V. 

Russian University of Transport, Moscow 
 
Keywords: switchboard, asymmetric load, dynamic behavior, elastic-plastic contact, wave processes, rail, plate base, 
wheel-rail interaction. 
Abstract. The article examines the dynamic behavior of turnout elements under the influence of asymmetric loading. The 
effect of uneven load distribution on the dynamic characteristics of the rail and slab foundation is investigated. A 
comprehensive approach is used in the work, including: mathematical modeling of the rail, analysis of wave propagation in 
the rail, modeling of wheel-rail interaction, and modeling of the slab foundation. A mathematical model of the dynamic 
interaction between the wheel and the rail is proposed, taking into account the elastoplastic properties of materials and wave 
processes. Defining relations for curved rods are used for rail modeling. The slab foundation is represented as a flat 
viscoelastic element in three-dimensional space. A numerical method for solving the integro-differential equation of 
dynamic contact is described. The results obtained can be used to assess the performance and durability of turnouts. 
 

Введение. Стрелочные переводы являются важными элементами железнодорожного 
пути, обеспечивая передачу нагрузок и перемещений между путями (рис. 1). Исследования 
показывают, что асимметричная нагрузка может привести к неоднородным деформациям и 
напряжениям в стрелочных переводах, что существенно влияет на их работоспособность и 
безопасность [1, 2]. 

Динамическое поведение элементов стрелочного перевода при действии асимметричной 
нагрузки напрямую зависит от того, как именно эта нагрузка воздействует на весь 
стрелочный перевод [3, 4]. Одним из ключевых аспектов здесь является влияние 
асимметричной нагрузки на динамику стрелочного перевода. Под динамикой в данном 
контексте понимается изменение положения, скорости и ускорения элементов стрелочного 
перевода в ответ на внешние воздействия. 

Асимметричная нагрузка, представленная, например неравномерным распределением 
веса или давления, может привести к неравномерному распределению нагрузки по элементам 
стрелочного перевода [5, 6]. 
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Рис. 1. Общий вид обыкновенного стрелочного перевода 

 
Влияние асимметричной нагрузки на динамику стрелочного перевода может проявиться 

в изменении угловых скоростей элементов, в возникновении дополнительных колебаний или 
в искажении траектории движения. Это может повлиять на бесперебойность работы 
стрелочного перевода и на его долговечность [7, 8]. 

Для анализа влияния асимметричной нагрузки на динамику стрелочного перевода часто 
используются математические модели и компьютерное моделирование. Путем изменения 
параметров нагрузки и изучения реакции системы можно оценить воздействие 
асимметричной нагрузки на динамику стрелочного перевода [9]. 

Фактически, задачи о поперечном внешнем динамическом воздействии на стрелочный 
перевод со стороны проходящего по первому или второму пути экипажа можно представить 
как совокупность воздействий на отдельные плоские или балочные элементы, в постановках 
типа задач Тимошенко, Филиппова и Голдсмита, при чем, как в теоретическом, так и 
экспериментальном представлении. В этих работах рассматривались динамические 
воздействия с учетом стационарных и нестационарных процессов. Но появление новых 
конструкционных материалов и возрастающие потребности инженерной практики в 
транспортном строительстве заставляют исследователей совершенствовать модели 
динамического воздействия, поведения тел при деформировании, методы расчета и 
учитывать различные реологические свойства контактирующих тел (на которые и через 
которые передается внешняя нагрузка, т.е. фактически, колесная пара и рельс, закрепленный 
с учетом особенностей конструкции рельсошпальной решетки или плитного основания). 
Упругопластический характер местных деформаций впервые был рассмотрен в работах Н.А. 
Кильчевского, данное направление получило развитие в работах А.А. Бирюкова, Б.Б. 
Кадомцева и А.А. Локтева. Были проведены расчеты с учётом растяжения срединной линии 
балки (рельса) в работе, вязкоупругих свойств колесной пары, через которую передается 
внешняя динамическая нагрузка, в целом вязкоупругой модели взаимодействия, 
анизотропных свойств мишени (в данном случае такая модель может быть обобщена на 
верхнее строение железнодорожного пути) и предварительного напряжения. Но, несмотря на 
существенные достижения в задачах теории динамического воздействия, такие вопросы, как 
влияние неупругих свойств колеса и рельса в месте взаимодействия на динамические 
характеристики контакта с учетом волновых процессов, растяжения-сжатия срединной линии 
рельса и инерции контактной области, являются не до конца изученными [10, 11]. 

Материалы и методы исследований. В настоящей работе предпринята попытка 
расширить представление о деформировании плитного основания стрелочного перевода при 
динамическом воздействии колесной пары с учетом упругопластических свойств материалов, 
волновых процессов в рельсе и инерцию контактной области. 
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Первым элементом, на который воздействует нагрузка подвижного состава, является 
рельс. Для моделирования динамического поведения рельса под действием колесной пары 
предлагается использовать определяющие соотношения для криволинейных стержней 
нетонкостенного поперечного сечения, которые могут иметь различное удлинение и условия 
закрепления, в зависимости от используемых промежуточных скреплений, подуклонки и 
разуклонки в прямых и стрелочных кривых [12, 13]. Динамическое поведение рельса с 
учётом растяжения срединной плоскости описывается следующей системой уравнений: 

( )du N

ds EF

⋅ τ= ϕ× τ + τ ; (1) 

d
A M B N

ds

ϕ = ⋅ + ⋅ ; (2) 

( ) ( )( )
2

0
2

dM
N C N

ds t

∂ ϕ= × τ + ⋅ − × ϕ× τ
∂

; (3) 

2

2
sin( )

dN u du
F f q t

ds t dt
+

∂= ρ − Ω
∂

; (4) 

0
0dN

q
ds

−= , (5) 

где приняты следующие обозначения: t – время; s – продольная координата, отсчитываемая 
вдоль рельса; u – вектор линейного смещения оси стержня; ϕ – вектор углового смещения 
сечения; M и N – векторы моментов и сил в выбранном сечении; τ – орт, касательный к оси 
криволинейного стержня; А и B – матрицы податливостей в ортогональном базисе n и b 
(нормаль и бинормаль, относительно орта τ в естественном трехграннике); C – матрица 
приведенных к длине массовых моментов инерции; ρ – плотность материала рельса; 
f – коэффициент вязкого трения; q – вектор распределенной нагрузки, приведенной к 
продольной оси; N0 и q0 – векторы силы и распределенной нагрузки, предварительно 
действующих на стержень; Ω – циклическая частота внешних вынуждающих воздействий. 

При этом считается, что в базисе естественного трехгранника и ортов τ, n и b матрицы А 
и С являются диагональными, причем значения их компонент определяются следующими 
соотношениями: 

11 22 33

1 1 1
; ; ;

кр n b

a a a
GJ EJ EJ

= = =  (6) 

);(11 bn JJс +⋅ρ=  nJc ρ=22 ; bJc ρ=33 ; (7) 

где G – модуль сдвига, Jкр – момент инерции при кручении, Jn, Jb – моменты инерции 
относительно осей коллинеарных нормали и бинормали естественного трехгранника. 

Предполагается, что в результате динамического воздействия на рельс в нем 
распространяются продольные и изгибные волны, фронты которых являются плоскими 
поверхностями сильного разрыва, расширяющимися с нормальными скоростями G(α). 

За волновым фронтом некоторая искомая функция Z может быть представлена в виде 
ряда: 
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где ,( ) ,( ),( )
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t
+ −  ∂

  = − =    ∂ 
 – скачки k-го порядка по времени t от функции Z на волновой 

поверхности Σ, т.е. при 
( )

;
z

t
G α

=  z – продольная координата; индексы «+» и «–» означают, 

что величина вычисляется, соответственно, непосредственно перед и за волновым фронтом; 
индекс α обозначает порядковый номер волны (α = 1 для квазипродольной волны (волны 
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растяжения-сжатия), α = 2 для квазипоперечной волны (изгибная волна)); H(t) – единичная 
функция Хевисайда. 

Для перехода от производной по координате к производной по времени необходимо 
использовать условие совместности на волновой поверхности Σ, которое для рельса имеет вид: 

,( ),( )
,( 1) ,

kk
k

ZdZ
G Z

dz t+

 δ    = − +    δ 
 (9) 

где 
t

δ
δ

 – полная производная по времени от функции на движущейся поверхности Σ. 

Дифференцируя уравнения движения (1)-(5) k раз по времени, переходя от неизвестных 
величин к их скачкам и используя условие совместности (9), получим систему рекуррентных 
дифференциальных уравнений для определения скоростей волн и скачков неизвестных 
величин. 

Учитывая только нулевой член лучевого ряда (8), что допускается из-за малого времени 
динамического контакта колеса и рельса в заданной точке, из уравнений (1)-(5) можно 
определить скорости продольной и изгибной волн и динамические условия совместности: 

(1) (1), ,
E K

G G
µ= =

ρ ρ
 (10) 

(2) (1),Q FG W N FG v= −ρ = −ρ , (11) 
а также соотношение, которое связывает нормальный прогиб с его же скоростью и скоростью 
упругой волны второго порядка (скорость изгибной волны): 

(2)
.

dw W

dz G
= −  (12) 

Колесо моделируется цилиндром массой m, оказывает динамическое воздействие на 
рельс с нормальной компонентой скорости ν0. Динамическое воздействие начинается в 
момент времени t = 0 (рис. 2). 

 
Рис. 2. Схема динамического взаимодействия колеса и рельса 

 
Движение колеса после начала динамического воздействия на рельс в заданной точке с 

учётом инерции пятна контакта описывается уравнением: 

( )
2

2
max

( ) , 0,

( ) , 0,

dP
P t h W

dtmy m W
dP

P t h W
dt

− − ρ πα ≥= δ + = 
− − ρ πα <


&& &&&  (13) 

где P(t) – контактная сила; δ(t) – смятие материала в зоне контакта; a(t) – радиус области 
контакта ω; h – высота сечения рельса. 

( ) ( , , ) ,P t q x y t dxdy
ω

= ∫∫  (14) 

где q(x, y, t) – давление в области контакта ω. 
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Для упругопластического контакта на каждом этапе взаимодействия (упругое 
деформирование, упругопластическое деформирование и упругая разгрузка) записывается 
отдельное интегро-дифференциальное уравнение с учётом начальных условий, полученных 
при решении уравнения, соответствующего предыдущему этапу взаимодействия [14, 15]. 

Получившееся уравнение решаем численно методом разложения искомой величины в 
степенной ряд: 

2

1( ) ( ) ( ) ( )
2i i i i

H
t t H t t+δ = δ + δ + δ& && , (15) 

1( ) ( ) ( ),i i it t H t+δ = δ + δ& & &&  (16) 

где 1i iH t t+= − – шаг по времени. Здесь ( )itδ&&  находится из функционального уравнения на 

каждом шаге. Интегралы в функциональном уравнении типа (14) можно преобразовать с 
помощью метода трапеций. 

Далее динамическое воздействие передается от нижней грани подошвы рельса на 
плоский элемент плитного основания конструкции стрелочного перевода. Плитное основание  
 

предлагается рассматривать как плоский 
элемент в трехмерном пространстве, т.е. 
плоский элемент будем считать трехмерной 
вязкоупругой средой той же структуры из 
аналогичного материала и той же геометрии 
при условии геометрической и физической 
линейности в зависимости напряжений от 
деформаций [16, 17]. Будем считать, что 
слоистая среда сверху и снизу ограничена 
поверхностями 1( , )z F x y=  и 2( , )z F x y=  

соответственно, при этом среда не ограничена в 
плоскости, границы раздела неоднородности 
являются плоскими и находятся в тех или иных 
условиях контактного взаимодействия (рис. 3). 

 
Рис. 3. Фрагмент плоского элемента основания 

стрелочного перевода 
Параметры слоев будем обозначать индексом «l», где l пробегает значения по 

количеству слоев. 
Предполагая кусочно-однородную пластинку слоистой трехмерной средой, зависимости 

напряжений ( )l
jjσ  от деформаций ( )l

jjε в точках слоев принимаем в виде: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 2 ( ); ( )l l l l l
jj l l jj ij l ijL M Mσ = ε + ε σ = ε , ( ; , , , ),i j i j x y z≠ =  (17) 

где операторы lL  и lM  типа: 

( ) ( )1 2

0 0

( ) ( ) ( ) ; ( ) ( ) ( ) ,
t t

l l l l l lL t f t d M t f t d
   

ς = λ ς − − ξ ς ξ ξ ς = µ ς − − ξ ς ξ ξ   
   

∫ ∫  (18) 

( )klf t  – ядра вязкоупругих операторов, которые связаны с балластным или безбалластным 

основанием (с учетом неоднородности подбивки подрельсового основания); ,l lλ µ  – упругие 

постоянные. 
С введением потенциалов ( )lΦ  и ( )lΨ

r
 продольных и поперечных волн: 

( ) ( ) ,l l lU grad rot= Φ + Ψ
r r

 (19) 

при этом векторный потенциал ( )lΨ
r

 удовлетворяет условию соленоидальности:  
( ) 0,ldivΨ =

r
 (20) 

уравнения движения материала слоев принимают вид: 
2 ( ) 2 ( )

( ) ( )
1 12 2

( ) ; 2 ; ( ) ,
l l

l l
l l l l lN N L M M

t t

∂ Φ ∂ Φ∆Φ = ρ = + ∆Ψ = ρ
∂ ∂

r
 (21) 
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При формулировке граничных условий будем предполагать, что плоскости раздела 
неоднородности или слоев находятся в жестком контакте, а верхняя и нижняя поверхности 
слабо изогнуты. 

Граничные условия на верхней поверхности имеют вид: 

( )
( )
( )

' (1) ' (1) (1)(1)

' (1) (1) ' (1) (1) (1)
1 1

' (1) (1) ' (1) (1) (1)
1 1

2 ( , , );

( , , );

( , , );

zz lx xz ly yz z

x zz xx y xy xz xz

y zz yy x xy yz yz

F F f x y z

F F f x y t

F F f x y t

− σ + σ =σ

σ − σ − σ + σ =

σ − σ − σ + σ =

 (22) 

на поверхностях слоев (внутренних): 

( ) ( )

( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1)

( ) ( 1) ( 1) ( 1)

0 1

; ; ;

; ; ;

( 1,2,..., ), ( ),

l l

l l l l l l
zz zz xz yz yz yz

l l l l

l

u u v v w w

l n z h

+ + +

+ + +

−

σ = σ σ = σ σ = σ

= = =
= =

 (23) 

на нижней поверхности: 

( )
( )

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

( ) ( ) ( )' ' (2)
2 2

( ) ( ) ( ) ( )' ' (2)
2 2

( ) ( ) ( ) ( )' ' (2)
2 2

2( ) ( , , );

( , , );

( , , ).

n n n
zz x xz y xz z

n n n n
x zz xx y xy xz xz

n n n n
y zz yy x xy yz yz

F F f x y t

F F f x y t

F F f x y t

σ − σ + σ =

σ − σ − σ + σ =

σ − σ − σ + σ =

 (24) 

Начальные условия в задаче будем считать нулевыми, т.е. 
( ) ( )

( ) ( )0 0( 0)
l l

l ld d
t

dx dt

Φ ΨΦ = = Ψ = = =
r

r
. (25) 

Начальные условия (25) адекватны начальным условиям для перемещений ( ) ( ) ( ), ,l l lu v w  
при t = 0: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 0; 0

l l l
l l l du dv dw

u v w
dt dt dt

= = = = = = . 

Аналогично решения интегро-дифференциальных уравнений (21) будем искать в виде: 

( ) ( )
0

0 0 ( )

( ) ( )
1 10

0 0 ( )

( ) ( )
2 20

0 0

sin( ) sin( )
exp( )} ;
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l l
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l l

L

l l
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kx qy
dk dq pt dp

kx qy

kx qy
dk dq
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∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞

 
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 
Ψ = Ψ −  
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∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫
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( ) ( )
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0 0 ( )
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L
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pt dp

kx qy
dk dq pt dp

kx qy

∞ ∞ 
Ψ = Ψ 

 

∫

∫ ∫ ∫

 (26) 

Подставляя предложенные соотношения в уравнения (21), для ( )
0
lΦ , ( )l

ioΨ  получим 

уравнения: 
2 ( ) 2 ( )

2 ( ) 2 ( )0 0
0 02 2

0; 0,
l l

l li
l l iz z

∂ Φ ∂ Φ− α Φ = − β Φ =
∂ ∂

 (27) 

где 
1 12 2 2 2 (0) 2 2 2 2 (0); ,l l l l l lk q N k q M

− −
   α = + + ρ ρ β = + + ρ ρ   M  (28) 

при этом (0)
lN  и (0)

lM  преобразованные по Лапласу операторы lN  и lM . 

Имея общие решения (27), для преобразованных перемещений ( ) ( ) ( )
0 0 0, ,l l lu v w  точек слоев 

получим выражения: 
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где постоянные ( )l
ijB удовлетворяют зависимостям: 

( ) ( ) ( )
1 2 3 0,l l l

j j l jkB qB B+ + β =  

при этом гиперболические функции в (24) представлялись в виде степенных рядов по 
аргументу. 

При решении некоторых задач можно предположить идеальный контакт между 
отдельными элементами конструкции, тогда граничные условия можно записать в виде: 

( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1); 0( , ); ; .l l l l l l
zz zz jz jz lj x y w w z h+ + +σ = σ σ = σ = = = =  (30) 

Результаты. На рисунке 4 приведены зависимости вертикальных перемещений при 
воздействии на отдельный плитный элемент колесной пары, на которую действует сила 230 кН, 
коэффициент Пуассона – 0,3, модуль упругости – 2,1·1011 

Па, плотность материала 
контактирующих тел – 7850 кг/м3. Для случая упругопластического характера местного смятия 
предел текучести принимался равным 240 МПа. Расчёт проводился как с учётом (сплошная 
линия), так и без учёта (пунктирная линия) сдвиговых деформаций поперечных сечений и 
распространения упругих волн, а затем сравнивался с результатами натурного эксперимента на 
железнодорожном полигоне (окружности маленького радиуса). Время, используемое в 
расчетах, отсчитывается с момента прихода колесной пары на границу рассматриваемого 
плитного элемента длиной 4,8 м, экипаж находится на втором (правом) пути. 

 
Рис. 4. Зависимость вертикальных перемещений точек бруса стрелочного перевода от продольной 

координаты 
 

При анализе кривых на рисунке 4 видна неравномерность осадок под действием 
асимметричной нагрузки на стрелочном переводе. На левой незагруженной экипажем части 
бруса результаты эксперимента лучше описываются моделью без учета волновых процессов, 
в правой части, непосредственно под наезжающей колесной парой, результаты использования 
модели с учетом упругих волн более точно описывают полученные при натурных измерениях 
величины динамических осадок. 

Величина напряжений на основной площадке и их распределение по площади зависят 
от многих факторов: характеристик подвижного состава (и в первую очередь осевых нагрузок 
и расстояний между ними); скорости движения поезда; типа верхнего строения 
железнодорожного пути; характеристик самого земляного полотна, времени года и т.д. 
Поэтому задача определения параметров нагрузки от воздействия подвижного состава 
сложная и зависит от того, в каких расчетах она будет применена. Рассмотрим методику 
расчета эквивалентной поездной нагрузки на железнодорожный стрелочный перевод. 

Под эквивалентной поездной нагрузкой Рэкв подразумевается такое ее значение в общей 
статистической совокупности фактических поездных нагрузок Р, при котором воздействие 
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NразРэкв = const равно (эквивалентно) по накопленным повреждениям железнодорожного пути 
N воздействию Р с заданным (фактическим) распределением вероятностей значений. 

Исходным условием излагаемой методики является положение о том, что 
накапливаемые за какой-либо период эксплуатации повреждения элементов 
железнодорожного пути зависят не только от величины действующих поездных нагрузок, но 
и от количества динамических воздействий в указанный период, имеющегося времени на 
восстановление пути (фактически время между поездами). При этом в качестве меры 
повреждения могут быть: износ, усталостные трещины, остаточные деформации, выход из 
строя элементов железнодорожного пути, остаточная деформация основания и т.п. 

Так как средняя интенсивность накопления повреждения ( )уд
срh  (средняя величина 

повреждения от одного воздействия нагрузки) зависит от величины нагрузки Р (чем больше 
Р, тем больше ( )уд

срh ) (рис. 5, а), то очевидно, что значение накопленных повреждений от 

воздействия нагрузок, соответствующих левой (заштрихованной) половине площади 
дифференциальной функции распределения р(Р), не равно (меньше) значению накопленных 
повреждений от воздействия нагрузок, соответствующих правой (незаштрихованной) 
половине (рис. 5, б). 

Следовательно, средние значения нагрузок Рср не могут быть таким параметром, 
поскольку Рср.1 = Рср.2, а накапливаемые за какой-либо заданный период эксплуатации 
повреждения элементов железнодорожного пути на пути 2 больше, чем на пути 1. Это видно 
из рисунка 5, в, на котором показаны графики функции: 

( ) ( ) ( )уд

ср срh P h P p P= . (31) 

Т.е. графики распределения накапливаемых за какой-либо заданный период 
эксплуатации повреждений элементов железнодорожного пути на путях 1 и 2 по величинам 
действующих на них нагрузок. Если принять площадь, заключенную между графиком 
функции hср(P) и осью абсцисс за единицу, или за 100 % накапливаемых за заданный период 
повреждений, то заштрихованная площадь показывает долю повреждений, вызванных 
действием левой (заштрихованной) половины (рис. 5, б) нагрузок. 

  
а б 

 
в 

Рис. 5. Распределение интенсивности накопления повреждений по величине нагрузки: 
1 – для пути 1; 2 – для пути 2 
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Выводы. Учет динамических процессов позволяет спрогнозировать состояние 
конструкции и ее основания при циклических воздействиях и подобрать параметры упругого 
нижнего слоя, которые могут отличаться по длине плоского элемента подрельсового 
основания стрелочного перевода. Фактически предлагается регулировать жесткость 
основания, делая ее различной под первым и вторым путем в зависимости от 
грузонапряженности и скорости движения экипажей. 

Заключение. Учитывая такие факторы, как упругопластические свойства материалов, 
волновые процессы в рельсе и инерцию контактной области, было рассмотрено понятие 
деформирования плитного основания стрелочного перевода под динамическим воздействием 
колесной пары. 

Предложенная математическая модель, основанная на определяющих соотношениях для 
криволинейных стержней и уравнениях движения с учетом растяжения срединной плоскости 
рельса, позволяет оценить скорости распространения продольных и изгибных волн, а также 
динамические условия совместности. Моделирование динамического взаимодействия колеса 
и рельса, с учетом упругопластического контакта и инерции пятна контакта, дает 
возможность определить контактную силу и смятие материала в зоне контакта. 

Предложен подход к моделированию плитного основания как плоского элемента в 
трехмерном пространстве, с учетом вязкоупругих свойств материала и слоистой структуры. 
Использование потенциалов продольных и поперечных волн позволяет описать уравнения 
движения материала слоев. 

Полученные результаты могут быть использованы для дальнейшего совершенствования 
методов расчета и проектирования стрелочных переводов, а также для разработки новых 
конструкционных материалов, способных более эффективно справляться с динамическими 
нагрузками, обеспечивая повышение надежности и безопасности железнодорожного транспорта. 
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