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Аннотация. В большинстве существующих методик расчёта кинематики механизмов лежат геометрические 
построения или простейшие аналитические зависимости. Метод математического моделирования векторных 
замкнутых контуров основан на методе В.А. Зиновьева построения векторных моделей механизма. Системное 
развитие метода приводит к всё большему использованию различных элементарных, как плоских, так и 
пространственных контуров – модулей. В статье приведено скорректированное математическое описание 
пространственного модуля Пр9, использованного для решения задачи пространственной ориентации рулевого 
агрегата ракетоносителя. Модуль Пр9 является одним из элементарных пространственных модулей, созданных в 
рамках теории векторного моделирования. В процессе реализации математической модели были выявлены 
ошибки в алгоритме решения модуля Пр9, что привело к необходимости поиска более лучшего решения, были 
предложены два варианта расчёта, в результате анализа был выбран вариант реализации математического 
описания модуля Пр9 на основе метода отображения на плоскость и решения более простой плоской задачи. 
Данный подход позволяет лучше учитывать возможные частные случаи реализации кинематики и динамики 
механизмов на базе отлаженных решений для плоских модулей. 
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Abstract. Most of the existing methods for calculating the kinematics of mechanisms are based on geometric 
constructions or the simplest analytical dependencies. A method of mathematical modeling of vector closed contours 
based on V.A. Zinoviev's method of constructing vector models of the mechanism. The systematic development of the 
method leads to an increasing use of various elementary, both planar and spatial contour modules. The article provides 
an adjusted mathematical description of the spatial module Pr9 used to solve the problem of spatial orientation of the 
steering unit of the launch vehicle. The Pr9 module is one of the elementary spatial modules created within the 
framework of the theory of vector modeling. In the process of implementing the mathematical model, errors were 
identified in the algorithm for solving the Pr9 module, which led to the need to find a better solution, two calculation 
options were proposed, and as a result of the analysis, an implementation option for the mathematical description of the 
Pr9 module based on the method of mapping to a plane and solving a simpler planar problem was chosen. This approach 
makes it possible to better take into account possible special cases of the implementation of kinematics and dynamics of 
mechanisms based on well-established solutions for flat modules. 
 

Введение 
Существующие методы расчёта пространственных механизмов [1-13], как правило, 

являются сложными в решении частных случаев, или являются вариантами расчёта 
конкретных механизмов. Одним из методов расчёта механизмов является метод 
математического моделирования векторных замкнутых контуров [14], который является 
дальнейшим развитием метода построения векторных моделей механизма В.А. Зиновьева [15, 
16]. Решения задач кинематики и динамики механизмов на базе данного метода обладают 
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достаточной универсальностью для моделирования различных механизмов, а в более 
широком смысле и композиции механизмов, в том числе с использованием программы 
«Кинематический и динамический анализ механизмов» (КДАМ) [17], развиваемой на 
кафедре основ конструирования машин Самарского университета. 

В рамках задачи разработки принципиальной схемы системы управления рулевым 
агрегатом с трёхмерной ориентацией при использовании существующих типов приводов 
также потребовалось сформировать математическую модель для получения управляющих 
параметров системы управления рулевым агрегатом (углов отклонения рулевой машинки от 
расчётной траектории вектора тяги двигателя (сопла)), что и было сделано в работах [18]. В 
рамках данной задачи была проведена работа по совершенствованию математического 
аппарата метода векторного моделирования, а конкретно, пространственного модуля Пр9. 

 

Материалы и методы исследования 
В методе математического моделирования векторных замкнутых контуров вектор – это 

направленный отрезок с параметрами: радиус r i, углы наклона αi и βi (рис. 1). Любой 
механизм можно отобразить векторными контурами (рис. 2). Подобные векторные замкнутые 
контуры приводятся к виду элементарных векторных замкнутых контуров – модулей, с 
заранее известными и подробно описанными решениями, что позволяет строить систему 
векторных контуров достаточно простым методом формирования в замкнутые 
кинематические цепи требуемых модулей. 

Условия замкнутости контура, состоящего из m векторов на плоскости: 
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Условия замкнутости m-векторного контура в пространстве: 
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Построенная на основе модулей основная векторная модель – позволяет получить 
решение определенных функций с известными для каждого момента времени аргументами 
модели и связями между отдельными векторами и контурами. 

  

Рис. 1. Параметры плоского и 
пространственного вектора 

 а б в 
Рис. 2. а) структурная схема; б) векторная модель; 
в) параметрическая формула механизма, где m=3 – 
число векторов; (1,2,3) – список векторов в контуре; 
Пл1 (r2, α2) – модуль решения со списком функций,  

α2 – аргумент модели 
 

Основные сочетания функций возможных векторных контуров, исходя из условия 
замкнутости, определяют 4 плоских элементарных модуля (Пл1-Пл4) и 20 пространственных 
(Пр1-Пр20) [16]. Также следует отметить, что модули могут иметь несколько вариантов 
решений. 

Модуль Пр9 имеет определённый список неизвестных параметров – функций α1, β1, α2. 
В [16] имеется решение пространственного модуля Пр9. Приведём его полностью. 
1. Первоначально проводится изменение всех параметров векторов контура от общей 

системы координат ОXYZ к локальной системе координат OX'Y'Z', в которой ось X' совпадает 
с направлением проекции вектора 2 на плоскость OXZ. 
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2. Проекции всех известных векторов в контуре (т.е. те, у которых известны все 
параметры) приводятся к плоскому векторному контуру с векторами, имеющими 
обозначение ip

r
, где i – номер вектора: 
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3. Полученный плоский контур, состоящий из 4-х плоских векторов с номерами 2, 3, 4, 
5, имеет список из двух неизвестных параметров – функций ϕ2, ϕ5, что соответствует списку 
функций для плоского модуля Пл4, поэтому проводится его решение, но так как из свойств 
модуля Пл4 известно, что он имеет два решения, принимается первоначально вариант V = 1 и 
если он по каким-то критериям не подходит, принимается вариант V = 2. 

4. По полученным неизвестным находится α2 = ϕ2. 
На этом всё решение модуля ПР9 в источнике [19] заканчивается. 
Данное решение было реализовано в КДАМ, но ранее углубленного тестирования 

данного модуля по различным причинам не проводилось и только, когда потребовалось 
решать задачи связанные с системой управления рулевым агрегатом с трёхмерной 
ориентацией [21], выявилась неработоспособность данного решения. 

Проведённый анализ геометрической интерпретации модуля Пр9 показал, что сводится 
к решению задачи нахождения пересечения поверхности шара радиусом r1 с окружностью 
радиусом r2. Но, так как сечением шара плоскостью является окружность, то всё решение 
сводится к нахождению пересечения двух окружностей на одной плоскости (см. рис. 3), что 
можно свести к следующему алгоритму. 

 
Рис. 3. Геометрическая интерпретация модуля Пр9 

 
1. Первоначально проводим изменение всех параметров векторов контура от общей 

системы координат ОXYZ, к локальной системе координат OX'Y'Z', в которой ось X' совпадает 
с направлением проекции вектора 2 на плоскость OXZ. 

2. Проекции всех известных векторов (у которых известны все параметры), приводятся 
к плоским векторам, имеющим обозначение ip

r
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Получим два варианта решения системы уравнений: 
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Контролировать все возможные сочетания частных случаев полученных выражений 
достаточно сложно, поэтому было решено для задачи нахождения пересечения окружностей 
на плоскости использовать плоский векторный контур, в данном случае – модуль Пл4 
(неизвестные функции углов двух векторов). 

Тогда весь алгоритм фактически повторяет более ранее решение, но с незначительными 
корректировками: 

1. Первоначально проводим изменение всех параметров векторов контура от общей 
системы координат ОXYZ к локальной системе координат OX'Y'Z', в которой ось X' совпадает 
с направлением проекции вектора 2 на плоскость OXZ. 

2. Проекции всех известных векторов (у которых известны все параметры) приводятся к 
плоским векторам, имеющим обозначение ip

r
: 
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3. Проводим проверку, если 0Sp > , то вычисляем 2 2
1 1 Zp r p= − , если нет, то 

дальнейшие расчёты не проводятся, так как при данном значении параметров происходит 
разрыв кинематической цепи. 

4. Если разрыва нет, то вычисляется модуль ПЛ4. Полученный плоский контур, 
состоящий из 4-х плоских векторов со списком векторов с номерами 1, 2, 3, 4, имеет список 
из двух неизвестных параметров – функций ϕ1, ϕ2, что соответствует списку функций для 
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плоского модуля Пл4, поэтому проводится его решение, но так как из свойств модуля Пл4 
известно, что он имеет два решения, то первоначально принимается вариант V = 1 и, если он 
по каким-то критериям не подходит, принимается вариант V = 2: 

5. Принимаем α2 = ϕ2. 
6. Для вычисления α1 применяется модуль Пр1, состоящий из m векторов со списком 

векторов (1, 2, 3, 4, …, m), который имеет список из двух неизвестных параметров – функций 
r1, α1, и так как r1, был известен до расчёта, то заодно контролируется, что r1 не изменился. 

Максимальное число решений полученного модуля Пр9 равно двум (V = 1 или 2). 
На рисунке 4, а показана визуальная реализация полученного решения в виде векторной 

модели, созданной в программе КДАМ. На рисунке 4, б приведена параметрическая формула 
векторной модели – форма краткой записи основных параметров, принятой в теории 
математического моделирования векторных замкнутых контуров, где рамкой обозначают 
контур с векторами, в данном случае под номер 1, m=5 – это число векторов в контуре, (1, 2, 
3, 4, 5) – список векторов в контуре, α3, β3 – аргументы модели (входные изменяемые 
параметры) Пр9 (α1, β1,α2), V = 2 – вариант решения. 

 

 

а б 
Рис. 4. Реализация модуля Пр9 в программе КДАМ: а) векторная модель; б) параметрическая формула 
 

Полученное скорректированное решение на базе векторных плоских и 
пространственных модулей позволило сформировать механизм управления 
пространственной ориентации [18], что расширяет применение как метода, так и программы 
КДАМ. 

 

Результаты 
Полученные результаты позволили скорректировать их программную реализацию в 

программе КДАМ, что повысило надежность решения задач кинематического и 
динамического анализа и синтеза для пространственных механизмов путём их 
моделирования стандартными векторными замкнутыми контурами – модулями, 
позволяющими получать однозначные решения нахождения неизвестных параметров. 

Возможное конструктивное формирование механизма системы управления рулевым 
агрегатом для пространственного ориентирования на базе векторных моделей, в том числе и 
модуля Пр9, приведено на рисунке 5, а. На рисунке 5, б показана визуальная реализация 
полученного решения в виде векторной модели, созданной в программе КДАМ. На рисунке 
5, в приведена полная параметрическая формула векторной модели данного механизма. 
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Рис. 5. Возможный механизм системы управления рулевым агрегатом (а), его векторная модель (б) 
и параметрическая формула (в) 

 
Заключение 
В результате данной работы была исправлена неточность в расчёте элементарного 

векторного модуля Пр9, что позволило интегрировать предложенное решение в программу 
КДАМ для моделирования пространственных механизмов, в том числе механизма 
управления рулевым агрегатом пространственной ориентации ракетоносителя, с учетом 
обхода особых положений, где может происходить разрыв кинематических цепей механизма. 
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