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Аннотация. В рамках данной работы ставится задача синтеза оптимального по энергозатратам закона 
управления движением двухзвенной моделью маятника с маховиком. Получены уравнения динамики маятника с 
маховиком, разделяющиеся на две подсистемы, одна из которых может быть проинтегрирована независимо от 
второй. Показано, что законы управления могут быть получены в аналитическом виде, поскольку 
линеаризованная система уравнений динамики является стационарной. Используя принцип максимума 
Понтрягина, для линеаризованной подсистемы построен закон оптимального по энергозатратам управления 
движением. По результатам численного моделирования подтверждена работоспособность разработанного 
управления. Построенное управление переводит систему из произвольного начального положения в целевое 
положение за заданное время. Результаты работы могут быть использованы при построении систем управления 
балансирующими роботами и шагающими роботами, простейшими математическими моделями которых 
являются перевернутый маятник. 
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Abstract. In this paper, we set the task of synthesizing an energy-optimal control law for the motion of a two-link model 
of a pendulum with a flywheel. The equations of the dynamics of a pendulum with a flywheel are obtained, divided into 
two subsystems, one of which can be integrated independently of the second. It is shown that the control laws can be 
obtained in analytical form, since the linearized system of dynamic equations is stationary. Using the Pontryagin 
maximum principle, an energy-optimal control law for the linearized subsystem is constructed. The performance of the 
developed control is confirmed by the results of numerical modeling. The constructed control transfers the system from 
an arbitrary initial position to the target position in a given time. The results of the work can be used to construct control 
systems for balancing robots and walking robots, the simplest mathematical models of which are an inverted pendulum. 
 

Введение 
Задачи разработки систем управления различного вида балансирующими мобильными 

роботами тесно связаны с задачей об управлении маятником при помощи маховика [1-5] или 
задачей о раскачивании гимнаста на перекладине [6, 7]. В связи с этим исследование 
указанных модельных задач является важным и актуальным для нахождения способов 
совершенствования систем управления движением балансирующих роботов. 

В настоящей статье рассматривается двухзвенная модель маятника с маховиком. Для 
синтеза законов управления движением маятником с маховиком необходимо разрабатывать 
динамические модели движения указанной системы. Зачастую при моделировании динамики 
двухзвенного механизма используют методы аналитической динамики, такие как уравнения 
Лагранжа 2-ого рода [8]. 

В некоторых исследованиях [9, 10] учитываются особенности конструкции маятника. 
Решаются задачи синтеза законов управления в виде обратной связи, обеспечивающих 
раскачивание маятника. Для решения задачи оптимального по энергозатратам управления для 
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двухзвенной модели системы зачастую пользуются принципом максимума Л.С. Понтрягина 
[11, 12]. 

Для оценки эффективности построенного управления можно проводить стендовые 
испытания с получением измерительной информации, которую впоследствии необходимо 
обрабатывать с помощью различных алгоритмов фильтрации, таких как фильтрация по 
Гауссу [13] и применения фильтра Калмана–Бьюси [14, 15]. 

В рамках данной работы ставится задача синтеза оптимального по энергозатратам 
закона управления движением двухзвенной моделью маятника с маховиком. 

Материалы и методы исследований. Исследуемая 
система состоит из двух звеньев (см. рис. 1). На 
кинематической схеме введены следующие обозначения: 
неподвижный шарнир O – точка подвеса первого звена, 
которое будем считать абсолютно твердым однородным 
стержнем массой 1m , длиной 1l  и серединой в точке С. 

Через ϕ  обозначается угол отклонения первого звена OC 
от вертикали. Второе звено моделируется абсолютно 
твердым однородным стержнем длиной 2l  и массой 2m , 

центр масс C которого шарнирно закреплен на середине 
первого звена. Через θ  обозначим угол между первым и 
вторым звеньями. В шарнире C прикладывается 
управляющий момент M , который поворачивает второе 
звено относительно первого звена. 

Для построения математической модели динамики 
запишем уравнения движения системы в форме Лагранжа 
2-го рода: 
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Рис. 1. Двухзвенный механизм – 
упрощенная модель человека на 

качелях 
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и C соответственно. 
С учетом выражений для моментов инерции тел, получим кинетическую энергию 

системы в виде: 
2 2 2
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Для нахождения обобщенных сил запишем выражение для мощности активных сил на 
возможных скоростях: 

( ) ( ) ( )1 1
1 2 1 2sin sin .

2 2

l l
N M M m m g M m m= − ϕ + ϕ + θ − + ϕ= θ − ϕ + ϕ& && & &  (16) 

Откуда обобщенные силы получаем, как коэффициенты при обобщенных скоростях: 

( )1 1 2

1
sin , .

2
Q gl m m Q Mϕ θ= − + ϕ =  (17) 

Учитывая выражения (15) и (17), получим уравнения динамики (13) в виде: 
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Разделяя уравнения на две подсистемы, одна из которых может быть проинтегрирована 
независимо от второй, получим: 
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Видно, что управлять можно только углом ϕ , так как θ  зависит от него и явно не 
входит в первое уравнение. Однако, для стабилизации около вертикального положения в этом 
нет необходимости. Исследуем управление системой по первому уравнению, представив 
уравнение в виде: 

sin ,a buϕ = − ϕ +&&  (20) 
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Проводя линеаризацию уравнения (20) относительно вертикального положения 
равновесия sinϕ ≈ ϕ  и представляя уравнения в форме Коши, получим: 

1 2 2 1,x x x ax bu= = − +& &  (21) 

или в векторно-матричной форме: 
,u= +x Ax B&  (22) 

где 
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=  ϕ 
x

&
 – вектор переменных состояния системы; 
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A  – матрица 
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0
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 

B  – вектор-дозатор системы. 

Полагая, что есть возможность измерять угловую скорость ϕ& , будем использовать 

матрицу системы измерений ( )0 1C = . 

Отметим, что исследуемая система (22) управляема и наблюдаема при 0, 0a b≠ ≠ . 
Построим оптимальное по энергозатратам управление, используя принцип максимума 

Понтрягина. Для оценки качество процесса управления введем функционал: 

0

2 min.
kt

t

J u dt →= ∫   (23) 

Следуя алгоритму принципа максимума Понтрягина, введем вектор сопряженных 
переменных ( )1 2= ψ ψψ  и запишем Гамильтониан системы: 

( ) ( ) 2
2 1 1 2, , , .H x u t x ax bu uψ = ψ + − + ψ +   (24) 

Необходимое условие максимума Гамильтонина по управлению можно представить в 
виде: 

2 2 0,
H

b u
u
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∂

  (25) 

откуда получаем оптимальную структуру регулятора: 

2

1
.

2
u b= − ψ  (26) 

При этом исходные и сопряженные переменные удовлетворяют каноническим 
уравнениям: 
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или в явном виде после подстановки оптимальной структуры регулятора (26) имеем: 
2
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Вводя расширенный вектор переменных ( )1 2 1 2

T
x x= ψ ψz , запишем уравнения 

(28) в матричном виде: 
,z = Λz&   (29) 

где матрица системы Λ  имеет вид: 
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Поскольку система (29) является стационарной, то переходная матрица системы равна 
матричной экспоненте ( ) tt = ΛΦ e . При этом решение системы представляется в виде: 

( ) 0 ,( ) ( )tt t=z Φ z   (31) 

где граничные условия определяются из решения линейной системы уравнений: 

( ) 0 , ( ) 0.( ) ( )k kkt tt t= =ψz Φ z   (32) 

Результаты. Приведем результаты численного моделирования при построенном законе 
оптимального управления. В качестве численных параметров примем:  
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На рисунке 2 представлены результаты моделирования. 
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Рис. 2. Результаты численного моделирования 
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Результаты моделирования показали, что построенное управление приводит маятник с 
маховиком к целевому положению за заданное время. 

Выводы. Построенные уравнения динамики двухзвенной модели маятника с маховиком 
обеспечивают управление только по углу поворота маятника. Решение задачи оптимального 
по энергозатратам управления можно получить в аналитическом виде, поскольку уравнение 
движения, линеаризованные относительно положения равновесия, являются стационарными. 
По результатам численного моделирования продемонстрирована работоспособность 
построенного закона управления. 

Результаты работы могут быть использованы при построении систем управления 
балансирующими роботами и шагающими роботами, простейшими математическими 
моделями которых являются перевернутый маятник. 

 

Заключение 
В данной работе с использованием формализма Лагранжа получены уравнения 

динамики маятника с маховиком. На основе принципа максимума Понтрягина построены 
законы управления движением оптимальные по энергозатратам. По результатам численного 
моделирования продемонстрирована работоспособность построенного закона управления. 

Результаты работы могут быть использованы при построении систем управления 
балансирующими роботами и шагающими роботами, простейшими математическими 
моделями которых являются перевернутый маятник. 
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