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Аннотация. Развитие отечественного машиностроения требует решения задач повышения прочности и 
жесткости устройств соединений машин, которые предназначены для передачи крутящего момента. Разработана 
методика расчета и конструирования профильных соединений на примере разборных профильных соединений с 
учетом контактного взаимодействия профильного пятигранного вала и профильного пятигранного отверстия в 
тонкостенной ступице с зазором. Проведен анализ влияния значений внешних нагрузок и конструктивных 
параметров на напряженно-деформированное состояние деталей профильного соединения, обеспечивающих 
допускаемые расширения втулок при действии распорных сил при передаче нереверсируемых крутящих 
моментов для замкнутых кривых с равноосным контуром. Путем применения компьютерного моделирования с 
использованием программного комплекса Simcenter Femap Version 2022.1 определены значения напряжений и 
расширений (перемещений) в сопряженных деталях соединений для предельных величин внешних нагрузок 
методом конечных элементов. Определена область применения соединений типа РК-5 в ответственных узлах 
металлорежущего оборудования и других машин. В настоящее время разработка методики проектирования 
многогранных профильных соединений типа РК-5 и их модификаций является перспективной актуальной 
задачей. Для этого требуется проведение глубокого анализа отечественной и зарубежной литературы, а также 
патентного поиска. 
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METHOD 
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Abstract. The development of domestic engineering requires solving the problems of increasing the strength and rigidity of 
machine connection devices that are designed to transmit torque. A method for calculating and constructing profile joints 
has been developed using the example of collapsible profile joints, taking into account the contact interaction of a profile 
pentahedral shaft and a profile pentahedral hole in a thin-walled hub with a gap. The analysis of the influence of the 
values of external loads and design parameters on the stress-strain state of the profile joint parts, which ensure the 
permissible expansion of the bushings under the action of spacer forces during the transmission of non-reversible 
torques for closed curves with an equiaxed contour. By applying computer modeling using the Simcenter Femap Version 
2022.1 software package, the values of stresses and extensions (displacements) in the coupled parts of the joints for 
limiting external loads using the finite element method were determined. The scope of application of PK-5 type joints in 
critical components of metal-cutting equipment and other machines has been determined. Currently, the development of 
a methodology for designing multifaceted profile joints of the PK-5 type and their modifications is a promising and 
urgent task. This requires an in-depth analysis of domestic and foreign literature, as well as a patent search. 
 

Введение 
Целью данной работы является расчет напряженно-деформированного состояния (НДС) 

деталей профильных соединений, с пятью гранями оснащенных тонкостенной втулкой при 
действии крутящего момента. Особенностью деталей профильных соединений, является то, 
что поверхности сопряжений вала и отверстия втулки очерчены замкнутой плоской кривой с 
равноосным контуром с нечетным числом граней равным трем, пяти и более [1-4]. Для 
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достижения поставленной цели, решена задача определения значений распорных радиальных 
сил (Fr) от действия крутящего момента (Мкр), а также характера распределения напряжений 
и расширений втулок разной тощины при действии предельных крутящих моментов (Мкр). 

 

Компьютерное моделирование и методы расчета 
Компьютерное моделирование с использованием программного комплекса МКЭ 

Simcenter Femap Version 2022.1 позволило определить значения напряжений и расширений в 
сопряженных деталях профильных соединений для средних толщин втулок при передаче 
предельных нереверсируемых крутящих моментов. 

Для проведения численных расчетов профильного соединения с равноосным контуром с 
числом граней равным пяти методом конечных элементов была предложена расчётная схема 
закрепления и нагружения модели профильного соединения при передаче крутящего момента 
(рис. 1). 

 
Рис. 1. Расчетная схема закрепления и нагружения модели типа РК-5 

 
При исследовании НДС методом конечных элементов (МКЭ) профильных соединений 

типа РК-5 применена методика расчета профильных трехгранных соединений типа РК-3. 
Основные этапы данной методики расчета изложены в работе [5]. 

При разработке методики расчета профильных соединений типа РК-5 приняты 
следующие допущения: 

– детали РК-5 профильных соединений идеальные без отклонений формы и 
шероховатости сопряженных поверхностей; 

– контактное взаимодействие деталей происходит без учета смазывания; 
– профильное соединение типа РК-5 выполнено с зазором по «плотной» посадке в 

системе отверстия; 
– задача решается в статической постановке при заданном положении вала и втулки. 
Расчет напряженно-деформированного состояния 

профильного соединения типа РК-5 проведен методом 
конечных элементов [6, 7] на основе конечных элементов в виде 
восьми узлового изопараметрического гексаэдра (рис. 2) [8, 9]. 

Основная идея МКЭ заключается в дискретизации 
непрерывной области определения твердого тела элементами 
конечных размеров (КЭ) (рис. 3) [6, 7]. Элементы соединяются 
друг с другом обычно в угловых точках (узлах). Совокупность 
конечных элементов образует, конечно-элементную сетку. 
Закрепления (кинематические граничные условия) и нагрузки 
(силовые граничные условия) прикладываются к сетке КЭ через 
узлы. 

 
Рис. 2. Конечный элемент в 
виде изопараметрического 

гексаэдра 

Обоснование механической интерпретации МКЭ в задачах статики может быть 
выполнено с использованием вариационно-энергетического принципа Лагранжа. «Из всех 
возможных перемещений точек твердого тела равновесное состояние соблюдается на таких 
перемещениях, при бесконечно малом изменении которых, вариация полной энергии системы 
равна нулю». 
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Рис. 3. Разбиение исследуемой детали на конечные элементы [6] 

 
В таком случае поле перемещений точек твердого вала (втулки) принимаются в 

качестве основного неизвестного. 

Вектор перемещений произвольной точки δ
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где u, v, w – перемещения точки вдоль осей координат x, y, z соответственно; [N] – матрица 
функций форм (ФФ) КЭ. 
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где Ni – ФФ i-го узла КЭ; n – количество узлов КЭ. 
Вектор деформаций и напряжений в точке КЭ соответственно имеет вид: 

.;































=































=

zx

yz

xy

z

y

x

zx

yz

xz

z

y

x

τ
τ
τ
σ
σ
σ

σ

γ
γ
γ
ε
ε
ε

ε rr

 (3) 

Из теории упругости [10, 11] известны геометрические уравнения Коши и закон Гука: 

[ ] [ ] ,; εσδε rr

r
r ⋅=⋅= DА  (4) 

где [A] – матрица операторов частных производных по направлениям осей системы 
координат x, y и z, которая в общем случае имеет вид 
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[D] – матрица упругости, которая в общем случае объемного напряженного состояния имеет 
вид: 
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где G – модуль сдвига материала вала (втулки); λ – параметр Ляме материала вала (втулки). 
Распространяя выражения для определения полной энергии КЭ в задачах статики, на 

основании вариационно-энергетического принципа Лагранжа для равновесного состояния 

системы при вариации перемещений )( rδδ
r

 на все количество ne конечных элементов сетки 
[6, 7], получим систему разрешающих уравнений МКЭ в статике вида: 
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где [K] – матрица жесткости КЭ модели: 
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rδ
r

 – вектор узловых перемещений КЭ модели; rF
r

 – вектор узловых сил КЭ модели. 
Общее уравнение равновесия рассматриваемого механического устройства 

(профильного соединения типа РК-5) имеет вид: 
[ ]{ } { }.FK =δ  (9) 

Формирование глобальной матрицы жесткости [K] осуществляется суммированием из 
отдельных матриц элементов с использованием топологической информации. 

Формирование вектора {F} осуществляется по номенклатуре и топологии тех областей 
конечно-элементной модели, где эти нагрузки определены [7]. 

В результате решения глобальной системы алгебраических уравнений (9) имеем 
некоторое поле перемещений, представленное в узловых точках значениями компонент 
глобального вектор-столбца перемещений {δ}. 

 

Конечно-элементная модель соединения применительно к решению поставленной 
задачи 

Эскиз рассматриваемого соединения вала и втулки представлен на рисунках 4, а, б. 
Наружный диаметр втулки выполнен в двух варинатах: 60 мм и 66 мм, при этом средняя 
толщина стенки втулки составляет 5 мм и 8 мм соответственно. Для разработки конечно-
элементных моделей построены геометрические трехмерные модели соединения (рис. 4, в, г). 

С использованием геометрической трехмерной модели построена конечно-элементная 
(КЭ) модель соединения (рис. 5). Модель построена в глобальной цилиндрической системе 
координат. Основным типом конечного элемента, использованного при построении модели, 
являлся восьмиузловой изопараметрический гексаэдр (рис. 2) с дополнительными степенями, 
свободы не связанными с узлами [8]. Материал деталей вала и втулки – легированная сталь 
40Х с модулем упругости E = 210000 МПа и коэффициентом Пуассона µ = 0,28 [12]. 

Моделирование сопряжений в КЭ модели реализовано с применением контактных 
поверхностей. Начальные условия сопряжения деталей модели – «номинальные», то есть 
геометрия поперечного сечения вала в точности соответствует геометрии отверстия во 
втулке, а величины зазоров-натягов равны нулю. Коэффициент трения между стальными 
деталями соединения задан равным 0,15 [8, 9]. 

Торцевые поверхности вала и втулки закреплены в продольном направлении (вдоль оси 
z системы координат). Внешняя поверхность втулки закреплена в окружном направлении. В 
радиальном направлении все узлы освобождены. Крутящий момент Mкр приложен к торцевой 
поверхности вала и распределяется на узлы в виде окружных сил. 
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Рис. 4. Эскиз и трехмерная модель соединения 

 
Рис. 5. Конечно-элементная модель соединения 

 
Выполненные расчеты показали, что напряжения в деталях РК-5 профильного 

соединения распределяются неравномерно. Это зависит от толщины втулки и значений 
передаваемого крутящего момента. Максимальные напряжения возникают в точках контакта 
сопряженных поверхностей вала и втулки с большим радиусом кривизны т.е. у «вершин» 
пятигранного профиля (рис. 6). 

Анализ напряженно-деформированного состояния РК-5 профильного соединения показал, 
что при передаче крутящего момента величиной от 80 до 120 Н·м радиальные напряжения во 
втулке не превышают 50 МПа. Расчеты выполнены для средней толщины втулки от 5 до 8 мм 
при посадочном диаметре отверстия равном 50 мм и эксцентриситете 0,8 мм. 

При увеличении крутящего момента до 200 Н·м значения радиальных напряжений в 
профильной втулке с толщиной стенки 8 мм также не превышают допускаемые и составляют 
не более 60 МПа. При уменьшении средней толщины втулки до 5 мм радиальные напряжения 
увеличиваются и составляют не более 90 МПа. Условие прочности также выполняется. 

Анализ НДС деталей профильного соединения с использованием МКЭ позволил 
определить предельные значения радиальных перемещений тонкостенных втулок при 
передаче соединением крутящего момента. Зависимости радиальных перемещений для 
расчетной толщины стенки втулки по посадочной длине вала показаны на рисунках 7, 8. 
Втулка расположена на валу на расстоянии 17,5 мм от торца вала (рис. 7, 8), поэтому за 
начало координат по длине втулки принято именно это значение. 

Установлено, что радиальные перемещения (расширение) втулки в рассматриваемых 
поперечных сечениях зависят от средней толщины стенки, значений крутящего момента и 
носят нелинейный характер (рис. 9). Уменьшение средней толщины стенки втулки от 8 до 
5 мм приводит к увеличению радиальных перемещений втулки. 
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 80 Н·м 120 Н·м 200 Н·м 
Рис. 6. Распределение напряжений в РК-5 профильном соединении с зазором в сборе и отдельно для 

втулки, МПа 

 
Рис. 7. Зависимость радиальных перемещений втулки с РК-5 профильным отверстием по посадочной 

длине вала от крутящего момента 
 

Анализ расчетных значений напряжений в тонкостенной втулке с профильным 
отверстием типа РК-5, показал, что предельные значения не превышают допускаемые для 
углеродистых и легированных сталей марок 45, 40Х, 40ХН при рекомендуемом способе 
термической обработки [12-14]. 
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Рис. 8. Зависимость радиальных перемещений втулки с РК-5 профильным отверстием по посадочной 

длине вала от крутящего момента 

 
Рис. 9. Зависимость радиальных перемещений втулки с РК-5 профильным отверстием от крутящего 

момента 
 

Заключение 
1. Разработана методика проектирования инновационных конструкций устройств с 

использованием компьютерного моделирования моментопередающих профильных соединений 
типа РК-5 оснащенных тонкостенными втулками с соотношением диаметров 1,2 и 1,32. 

2. Установлено, что предельные значения напряжений и расширений втулок РК-5 
профильных соединений не превышают допускаемые значения при передаче крутящих 
моментов до 600 Н·м. 

2. Получены зависимости, позволяющие прогнозировать напряжения и радиальные 
биения тонкостенных зубчатых колес зубчатых механизмов машин при передаче 
нереверсируемых крутящих моментов. 
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