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Аннотация. В работе рассматривается динамика движения тела, движущегося вдоль упругой балки. Целью 
работы является математическое моделирование динамики системы «твердое тело – упругая балка» с учетом 
силового взаимодействия указанных тел в двух точках соприкосновения. На основе теории балок Эйлера–
Бернулли и общих теорем динамики построены уравнения движения системы «твердое тело – упругая балка» в 
частных производных. С помощью метода Бубнова–Галёркина получено обыкновенные дифференциальные 
уравнения для весовых коэффициентов приближенного решения уравнения в частных производных. По 
результатам численного интегрирования уравнений получены зависимости прогиба и угла поворота 
поперечного сечения упругой балки от времени. В отличие от ранее используемых, разработанная модель 
позволяет учесть влияние силового воздействия подвижного твердого тела на изгиб упругой балки. Результаты 
работы могут быть использованы при проектировании и изготовлении новых транспортных систем. 
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Abstract. In this paper we consider the dynamics of motion of a body moving along an elastic beam. The aim of the 
work is mathematical modeling of the dynamics of the "rigid body - elastic beam" system taking into account the force 
interaction of these bodies at a two points of contact. Based on the Euler–Bernoulli beam theory and general theorems of 
dynamics, the equations of motion of the system "rigid body – elastic beam" in partial derivatives are constructed. Using 
the Bubnov–Galerkin method, ordinary differential equations are obtained for the weight coefficients of the approximate 
solution of the equation in partial derivatives. Based on the results of numerical integration of equations, the 
dependences of the deflection and rotation angle of the cross section of the elastic beam on time are obtained. Unlike 
previously used models, the developed model allows one to take into account the influence of the force action of a 
moving rigid body on the bending of the elastic beam. The results of the work can be used in the design and manufacture 
of new transport systems. 
 

Введение 
В настоящее время существует множество научных работ, посвященных теоретическим 

и экспериментальным исследованиям проблем, связанных с разработкой моделей движения 
твердых тел на гибких платформах или балках [1] для обеспечения оптимальной 
устойчивости движущихся объектов [2]. 

Зачастую (см. например работы [3-8]) при моделировании динамики ограничения на 
силы контактного взаимодействия (силы трения и нормальную реакцию опоры) не 
учитываются, а ограничиваются только наложенными кинематическими связями. Учет 
контактных сил трения и нормальной реакции опоры приводит к усложнению 
математической модели динамики системы «твердое тело – упругая балка». 

Так, в работе [9] исследована эквивалентная жесткость вязкоупругого полупространства 
для периодически поддерживаемой балки под действием движущейся нагрузки в качестве 
модели взаимодействия железнодорожного полотна с рельсами. Развитие волновой динамики 
распределенных механических систем, взаимодействующих с упруго-инерционными и 
неоднородными основаниями, несущих, в частности, подвижные нагрузки [10]. 
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Анализ динамического поведения конструкции под действием вибрационных нагрузок 
в случае изменения условий опирания на упругое основание представлен в статье [11]. 
Моделирование поведения бесконечно длинной балки, лежащей на сплошном упругом 
основании, произведено в контексте определения воздействия высокоскоростного 
подвижного состава на рельсы железнодорожных путей [12]. 

В работе [13] показано, что модели изгиба балок Тимошенко, Рэлея и Эйлера–Бернулли 
дают очень близкие величины прогибов для систем, несущих подвижные нагрузки. История 
развития метода Бубнова–Галеркина приведена в работе [14]. Зависимости амплитуды 
прогиба, проявляющихся в движении динамических объектов по рельсовой линии, 
приведены в работе [15]. 

Таким образом, необходимо учитывать силы контактного взаимодействия и 
характеристики движущегося тела при проведении динамического моделирования упругой 
балки и твердого тела с целью получения физически реалистичных законов движения тел. 

В данной работе рассмотрена задача моделирования динамики твердого тела, 
движущегося по упругой балке, закрепленной на обоих концах. Схема системы представлена 
на рисунке 1. 

 
Рис. 1. Схема движения твердого тела по упругой балке, закрепленной на обоих концах 

 
Материалы и методы исследований 
В рамках теории Эйлера–Бернулли уравнение изгиба упругой балки с учетом ее веса 

имеет вид: 
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где EJ – жесткость балки при изгибе; ρ – плотность материала упругой балки; S – площадь 
поперечного сечения упругой балки; w(x,t) – прогиб срединной точки балки в точке с 
координатой x в момент времени t; a, b – расстояние от центра масс твердого тела до точек A, 

B; F0, F1 – нормальные реакции опоры в точках A, B; ( ) 0,
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Используя теорему об изменении количества движения твердого тела, уравнения 

динамики твердого тела можно записать в виде: 
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где xC, yC – координаты центра масс твердого тела; m и ( )2
12СJ m a b= +  – масса и момент 

инерции твердого тела; g – ускорение свободного падения; Ffr – сила контактного трения; 
F(t) – разгоняющая сила, приводящая твердое тело в движение по упругой балке; ψ – угол 
поворота твердого тела, обусловленный изгибом упругой балки. 

Отметим, что первое уравнение из системы (2) может быть рассмотрено отдельно от 
остальных. Поэтому сила F(t) может быть подобрана таким образом, чтобы твердое тело 
двигалось по требуемому (заданному) закону движения xC(t). 
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Далее будем учитывать, что твердое тело движется по упругой балке без отрыва. Тогда 
имеем ограничения на координаты и поворот твердого тела в виде: ( )( ),C Cy w x t t=  и 

( )( ),Cdw x t t

dx
ψ = . 

Выразим из системы уравнений (2) нормальные реакции опор: 
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Исключая нормальные реакции F0, F1 опоры из уравнения изгиба балки, получим 
математическую модель динамики системы в виде: 
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Будем искать решение уравнения (4) в следующем виде: 
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где L – длина балка; N – количество гармоник; φi(t) – искомые функции, называемые 
весовыми коэффициентами. Указанный вид решения удовлетворяет краевым условиям для 
упругой балки, закрепленной на обоих концах. 

Учитывая выражение (5), уравнение (4) получим в виде: 
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Следуя процедуре метода Бубнова–Галёркина [14], получим систему уравнений для 
весовых коэффициентов в виде: 
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Полученное обыкновенное дифференциальное уравнение (ОДУ) i гармоники может 
быть численно проинтегрировано методами Рунге–Кутты. Для удобства приведем уравнения 
i-ой гармоники в безразмерном виде: 
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Здесь введены следующие безразмерные переменные 0/ ,i i L tϕ ϕ τ ω= =%  и безразмерные 

параметры: 
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Зададим следующие размерные параметры системы: 
11 2 7 4

3 3 2

30м/с, 2 10 Н / м , 5,2083 10 м ,

7800кг / м , 2,5 10 м , 0,5м, 0,5м.
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Результаты. Результаты численного моделирования динамики твердого тела при 
движении вдоль балки получены численным интегрированием ОДУ (8) для первых 5-ти 
гармоник методом Рунге–Кутты с числовыми значениями (10). 

Результаты моделирования представлены на рисунках 2 и 3 для L = 15 м. 

  
а б 

Рис. 2. Зависимости безразмерного прогиба упругой балки w w L=% , вычисленного по формуле (5), 
для весовых коэффициентов, найденных для различных масс твердого тела в конечный момент 

времени: а) m = 30 кг; б) m = 40 кг 
 

  
а б 

Рис. 3. Зависимости угла поворота 
w

x
β ∂=

∂
 поперечного сечения упругой балки, вычисленного с 

учетом формулы (5), для весовых коэффициентов, найденных для различных масс твердого тела в 
конечный момент времени: а) m = 30 кг; б) m = 40 кг 
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Согласно результатам моделирования (рис. 2 и 3), можно отметить, что прогиб всех 
точек упругой балки и угол поворота поперечного сечения растет по величине с увеличением 
массы твердого тела. При этом можно заметить, что учет в приближенном решении (5) 
гармоник выше 2-го порядка несущественно влияет на зависимость прогиба упругой балки. 

Результаты моделирования представлены на рисунках 4 и 5 для L = 20 м. 
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Рис. 4. Зависимости безразмерного прогиба упругой балки w w L=% , вычисленного по формуле (5), 
для весовых коэффициентов, найденных для различных масс твердого тела в конечный момент 

времени: а) m = 30 кг; б) m = 40 кг 
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Рис. 5. Зависимости угла поворота 
w

x
β ∂=

∂
 поперечного сечения упругой балки, вычисленного с 

учетом формулы (5), для весовых коэффициентов, найденных для различных масс твердого тела в 
конечный момент времени: а) m = 30 кг; б) m = 40 кг 

 
Согласно результатам моделирования (рис. 4 и 5), можно отметить, что вывод о 

влиянии массы твердого тела на величины прогиба и угла поворота поперечного сечения 
балки остаются справедливыми. При этом можно заметить, что учет в приближенном 
решении (5) гармоник выше 3-го порядка несущественно влияет на зависимость прогиба 
упругой балки. 

Таким образом, можно сделать вывод о том, что при увеличении длины упругой балки в 
приближенном решении для прогиба точек балки необходимо учитывать больше гармоник. 

Выводы. На основании результатов работы были получена система ОДУ относительно 
весовых коэффициентов разложения функции прогиба по гармоническим функциям для 
задачи динамики системы «твердое тело – упругая балка» и при рассмотрении двухточечного 
контакта. Численное интегрирование уравнений позволило оценить форму колебаний, 
вызванных воздействием твердого тела, движущегося по упругой балке. Результаты работы 
позволяют определить влияние массы твердого тела и длины упругой балки на величины 
прогиба точек балки. Более того, результаты численного моделирования показали, что для 
получения достаточно точной формы прогиба количество рассматриваемых гармоник 
приближенного решения функции прогиба должно зависеть от длины упругой балки. 

 

Заключение 
В данной работе построена математическая модель динамики твердого тела, 

движущегося по упругой балке при наличии двух точек их соприкосновения. Построенная 
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математическая модель имеет форму системы дифференциальных уравнений с частными 
производными. Применив метод Бубнова–Галёркина, математическая модель была приведена 
к системе обыкновенных дифференциальных уравнений. По результатам численного 
интегрирования ОДУ получены зависимости прогиба и угла поворота поперечного сечения 
упругой балки от времени для различных масс твердого тела и длин упругой балки. В 
отличие от ранее используемых математических моделей, разработанная модель позволяет 
учесть влияние силового воздействия подвижного твердого тела на изгиб упругой балки. 

Результаты работы позволили определить влияние массы твердого тела и длины 
упругой балки на величины прогиба точек балки. Более того, результаты численного 
моделирования показали, что для получения достаточно точной формы прогиба количество 
рассматриваемых гармоник приближенного решения функции прогиба должно зависеть от 
длины упругой балки. 
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