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Аннотация. В рамках данной работы ставится задача нахождения условий реализуемости движений экзоскелета 
на основе его математической модели при симметричном движении ног. Используется конструкция экзоскелета 
с равными длинами звеньев. С помощью формализма Лагранжа построена математическая модель движения 
экзоскелета. Из условий движения стопы экзоскелета без отрыва и проскальзывания получены выражения для 
сил и момента трения, а также нормальной реакции опоры. На основе физических ограничений для силы и 
момента трения, а также условия положительной определенности нормальной реакции, получены условия 
реализуемости движения. Проведено численное моделирование стабилизации вертикального положения 
экзоскелета, по результатам которого получены оценки требуемых параметров системы: коэффициента трения 
скольжения стопы об опорную поверхность и половины длины стопы. Полученные условия реализуемости 
движения позволяют сформировать ограничения на управляющие воздействия, выполнение которых 
необходимо для движения реальных экзоскелетов без отрыва и проскальзывания. 
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Abstract. In this paper, we consider the task of finding the conditions for the feasibility of exoskeleton movements 
based on its mathematical model with symmetrical leg movement. The design of the exoskeleton with equal lengths of 
links is used. Using the Lagrange formalism, a mathematical model of the exoskeleton motion is constructed. 
Expressions are obtained for the force and moment of friction, as well as the normal reaction of the support from the 
conditions of movement of the exoskeleton foot without separation and slippage. On the basis of physical restrictions for 
the force and moment of friction, as well as the condition of positive definiteness of the normal reaction, the conditions 
for the feasibility of motion are obtained. Numerical modeling of the stabilization of the vertical position of the 
exoskeleton was carried out. Based on the simulation results, estimates of the required parameters of the system were 
obtained: the coefficient of sliding friction of the foot on the supporting surface and half the length of the foot. The 
obtained conditions for the feasibility of movement make it possible to form restrictions on control actions, the 
fulfillment of which is necessary for the movement of real exoskeletons without separation and slippage. 
 

Введение 
В настоящее время существует множество научных работ, посвященных теоретическим 

и экспериментальным исследованиям проблем, связанных с разработкой конструкции и 
приводной системы экзоскелетов [1], а также методик управления их движением [2]. 
Актуальность исследований экзоскелетов обусловлена их обширным применением в 
медицине (для реабилитации), в машиностроении и других приложениях [3]. 

Зачастую (см., например, работы [4-9]) при моделировании динамики и построении 
систем управления не учитывается ограничения на силы контактного взаимодействия (силы 
трения и нормальной реакции опоры), ограничиваясь лишь ограничениями на управляющие 
воздействия.  Несмотря  на  то,  что  в  зависимости  от  движений  экзоскелета  значения  сил 
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контактного трения и нормальной реакции опоры могут 
приводить к изменяющимся во времени ограничениям на 
управляющие воздействия. 

Таким образом, данный факт необходимо учитывать при 
построении систем управления экзоскелетами для получения 
физически реализуемых законов движения экзоскелета. Задача 
нахождения условий реализуемости движений в управляемых 
механических системах с сухим трением занимает важное место 
при моделировании этих систем [10, 11]. 

В рамках данной работы ставится задача нахождения 
условий реализуемости движений экзоскелета на основе его 
математической модели при симметричном движении ног (см. 
рис. 1). 

Материалы и методы исследований. Для описания 
движения экзоскелета с учетом ограничений на контактные силы 
представим уравнения динамики экзоскелета в форме уравнении 
Лагранжа 2-го рода: 

  ( ), 1,..,6i
i i

d T T
Q i

dt q q

 ∂ ∂− = = ∂ ∂ &
,   (1) 

где T  – кинетическая энергия системы; iQ  – обобщенные силы; 

( )T

0 1 2 3O Oq x y ϕ ϕ ϕ ϕ=  – вектор обобщенных координат;  

 
Рис. 1. Модель экзоскелета 
нижних конечностей 
человека с учетом 

конечных размеров стопы 

iϕ  – угол поворота i-го звена экзоскелета, отсчитываемый от горизонтальной поверхности 
(параллельной опорной плоскости) в направлении против часовой стрелки; 

,O Ox y  – линейные координаты точки крепления голени (первого звена) к стопе (нулевому 
звену) экзоскелета. 

В рамках работы принимаются следующие допущения: 
– рассматривается движение экзоскелета в сагиттальной плоскости; 
– голень и бедро экзоскелета имеют длину l , массу 1m  и момент инерции 1I ; 
– стопа имеет массу массу 0m  и момент инерции 0I ; 
– центры масс звеньев экзоскелета расположены в геометрических центрах звеньев 

1 2,С С ; 
– в точке С  расположен центр масс верхней части экзоскелета, имеющей массу m  и 

момент инерции J ; 
– на стопу экзоскелета действуют силы сухого трения ТРF , нормальной реакции опоры 

N  и момент трения ТРM , возникающий из-за неравномерности распределения нормальных 
напряжений по площадке контакта экзоскелета с опорной поверхностью; 

– активными силовыми факторами считаются управляющие моменты 1 2 3, ,M M M , 
создаваемые приводами в шарнирах, и силы тяжести, действующие на звенья экзоскелета. 

С учетом указанных допущений кинетическая энергия системы имеет вид: 

( ) ( )
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где введены обозначения: 0 1 1Sm m m m m= + + +  – масса всей системы; 
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2 2 2
1 2 1 2 1 1 3

1
, ,

4s s s sI I m l I I m m l I J mh
 = + = + + = + 
 

 – приведенные моменты инерции 

системы; 1 2 1 2 1 3 12 2 13 32 , 2 , 2 , ,m l m l ml mh l lµ µ µ µ γ µ γ µ= + = + = = =  – массово-
геометрические параметры системы. 

Обобщенные силы найдем, используя формулу мощности p
aN  активных сил на 

возможных скоростях: 
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где верхний индекс «p» указывает на возможные значения обобщенных скоростей. 
В соответствии с выражением (3) получаем обобщенные силы, как коэффициенты при 

возможных скоростях: 
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После промежуточных вычислений уравнения Лагранжа (1) с учетом выражений для 
кинетической энергии (2) и обобщенных сил (4) примут вид: 
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При разработке активных экзоскелетов значительную роль занимает задача построения 
системы управления с учетом ограничений на координаты, скорости и ускорения частей 
системы [12], а также ограничения на силы и моменты, возникающие из-за физических 
эффектов и конструктивных параметров конструкции. Поэтому далее определим условия 
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применимости тех или иных законов управления, при которых не происходит 
проскальзывания и отрыва стопы от опорной поверхности. 

Математически условия движения экзоскелета без отрыва и проскальзывания его стопы 
можно представить в виде: 

00, 0, 0,O Ox y ϕ= = =& &  (6) 
С учетом выражений (6) из уравнений динамики (5) получаем силу и момент трения, а 

также нормальную реакцию опоры в виде: 
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а условия реализуемости движений без отрыва и проскальзывания определяются 
соотношениями: 

0, ,ТР ТРN F fN M a N≥ ≤ ≤ ⋅ , (8) 

где f  – коэффициент сухого трения; a  – половина длины стопы. 
Проведем оценку длины стопы, при которой приведение экзоскелета в вертикальное 

положение при небольших начальных отклонениях реализуется и не возникает отрыва и 
проскальзывания стопы от опорной поверхности. 

Для этого рассмотрим программные законы изменения углов в виде: 

( ) ( ) ( )0 0( ) 1 e . 1,2,3t
i i id it iλϕ ϕ ϕ ϕ −= + − − = . (9) 

Здесь 0,i idϕ ϕ  – значения углов поворота звеньев в исходном и требуемом положении, а 
параметр λ  характеризует время переходного процесса. 

Числовые значения параметров экзоскелета примем равными: 

1 0

2 2
1

7 кг, 40кг, 2кг, 0,5м, 0,4м,

0,583кг м , 2,133кг м ,

m m m l h

I J

= = = = =

= ⋅ = ⋅
  (1) 

а значения углов для программного движения: 

1 2 390 , 90 , 90 .d d dϕ ϕ ϕ= ° = ° = °   (2) 
В качестве начальных значений углов поворота звеньев рассмотрим: 

10 20 3082 , 80 , 78 .ϕ = ° ϕ = ° ϕ = °  Параметр, характеризующий время переходного процесса, 

примем равным 10,5сλ −= . 
Результаты. Результаты численного моделирования динамики экзоскелета при 

выполнении программного движения по закону (9) с числовыми значениями (10) и (11) 
представлены на рисунках 2 и 3. 

По результатам моделирования видно, что нормальная реакция опоры остается 
неотрицательной величиной ( )0N ≥  в течение времени движения. 

Для оценки ширины стопы необходимой для совершения безотрывного движения был 
построен график отношения ТРM N , которое не должно превышать половины ширины 
стопы a  в соответствии с формулой (8). 
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а      б 

Рис. 2. Зависимости углов поворота iϕ  («1» – для звена OA; «2» – для звена AB; «3» – для звена BC ) 
и нормальной реакции опоры N , действующей на стопу 

  
а      б 

Рис. 3. Зависимости отношений силы и момента трения к нормальной реакции опоры 
 

Для оценки коэффициента трения скольжения между стопой и опорной поверхностью, 
при котором не происходит проскальзывания, был построен график отношения ТРF N , 
которое не должно превышать коэффициент трения f  в соответствии с формулой (8). 

Полученные уравнения (7) позволяют оценить реализуемость того или иного 
программного движения экзоскелета с учетом ограниченности сил контактного трения. На 
примере рассмотренного движения показана возможность подбора параметров экзоскелета из 
условий безотрывного движения без проскальзывания. В частности, по графикам, 
изображенным на рисунке 3, для реализации программного движения необходимо, чтобы 
половина длины стопы a  была более 16,5 см; а коэффициент трения скольжения f  был 
больше 0,005. 

Выводы. По результатам работы получены выражения для силы и момента трения и 
нормальной реакции в рамках модели трехзвенного экзоскелета, имеющего площадку 
контакта с опорной поверхностью. Полученные выражения позволили оценить реализуемость 
программного движения на примере стабилизации вертикального положения при небольших 
начальных отклонениях. Результаты работы позволяют оценивать реализуемость различных 
программных движений экзоскелета и осуществлять подбор параметров экзоскелета из 
условий безотрывного движения без проскальзывания. 

Заключение. В данной работе с помощью построена математическая модель динамики 
трехзвенного экзоскелета в виде уравнений Лагранжа с учетом ограничений на силы 
контактного взаимодействия. Из условий безотрывного движения стопы без проскальзывания 
по опорной поверхности получены выражения для силы и момента трения и нормальной 
реакции в рамках модели трехзвенного экзоскелета. Сформулированы условия реализуемости 
рассматриваемых движений экзоскелета в рамках трехзвенной модели. Проведено численное 
моделирование движения экзоскелета при рассмотрении стабилизации вертикального 
положения. Результаты работы позволяют оценивать реализуемость различных программных 
движений экзоскелета и осуществлять подбор параметров экзоскелета из условий 
безотрывного движения без проскальзывания. 
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