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Аннотация. Проведенный обзор литературных источников показал, что до настоящего времени не создана 
математическая модель продольной динамики автопоездов в режиме торможения. Данная модель является 
основой созданием адаптивной системы торможения, что предопределяет создание алгоритма ее работы. В 
работе предложены аналитические модели автопоездов с прицепом и полуприцепом, на основе решения 
уравнения Лагранжа II рода относительно трех координат, учитывающие вертикальное, продольное и угловое 
перемещение относительной центра масс тягача. Для приближения аналитических моделей к реальным 
условиям эксплуатации учитываются связи инерционных масс рамы тягача и прицепа (полуприцепа) с 
перемещающейся массой грузов. Были проведены сравнительные расчеты суммарных угловых колебаний рам 
тягачей автопоездов с прицепом и полуприцепом, в результате чего отличие имеет собственные колебания рамы 
на протяжении 5,5 с тормозного режима. 
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Abstract. The review of literature sources has shown that a mathematical model of the longitudinal dynamics of auto-
rides in braking mode has not been created to date. This model is the basis for the creation of an adaptive braking 
system, which determines the creation of an algorithm for its operation. The paper proposes analytical models of road 
trains with a trailer and a semi-trailer, based on the solution of the Lagrange equation of the second kind with respect to 
three coordinates, taking into account the vertical, longitudinal and angular displacement of the relative center of mass of 
the tractor. In order to bring analytical models closer to real operating conditions, the connections of the inertial masses 
of the tractor frame and trailer (semi-trailer) with the moving mass of goods are taken into account. Comparative 
calculations of the total angular oscillations of the frames of tractor trailers with a trailer and a semi-trailer were carried 
out, as a result of which the difference has its own frame oscillations for 5.5 seconds of braking mode. 
 

Введение 
Создание адаптивных систем торможения предполагают исследования [1, 2], в которых 

решаются комплексные задачи, связанные не только с управлением тормозной системы, но и 
поведения автомобиля и его систем в процессе торможения. Большинство работ [3-5] связано 
с созданием CFD-моделей транспортных средств в различных неустановившихся режимах 
движения, особенностями которых является изменяющиеся частотные диапазоны 
возмущающих колебаний со стороны опорной поверхности. Процесс торможения 
представляет собой неустановившийся режим движения с неравномерным нагружением 
колес в силу действия инерции и колебательного процесса подрессоренных масс [6]. Для 
реализации процесса адаптивности тормозной системы необходимо в первую очередь 
реализовать алгоритм распределения нагрузки на каждое из колес, а в дальнейшем при 
разработке системы управления необходимо, учитывая алгоритм, изменять тормозное усилие 
в зависимости от нагрузки. Исследованиям эксплуатационных свойств, в частности 
продольной устойчивости в тормозном режиме, автопоездов в данный момент не так много 
уделено внимания. В работе [7] представлен набор скоростей бифуркации для заданного 
критического набора контрольных значений с использованием первого метода Ляпунова. 
Проблема разработки математической модели автопоезда при торможении не находит 
отражения в современных источниках. 
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Автопоезд в установившемся режиме находится в состоянии равновесия, что определяет 
размещением перемещающихся масс на одних осях с центрами масс тягача (рис. 1а) и прицепа 
(рис. 1б). 

 
а 

 
б 

Рис. 1. Статические модели автопоездов в установившемся режиме: для прицепа (а) и полуприцепа 
(б): h, hпм, hп, hпмп – расстояния от поверхности до центра масс и до тягача, до центра масс и до 
перемещающейся массы прицепа (полуприцепа); hc – расстояние от центра масс до сцепки 

 
В процессе торможения автопоездов перемещающиеся массы смещаются в сторону 

передней оси относительно центров масс на некоторое расстояние хп для тягача и на хпп для 
прицепа в продольном направлении. Массы тягача, прицепа и перемещающих масс 
смещаются относительно равновесного положения таким образом, что расстояние от центра 
масс до поверхности в установившихся режимах не равно расстояниям в тормозном режиме 
(h≠h’, hп≠h’

п, hпм≠h’
пм, hпмп≠h’

пмп). У прицепа и тягача, перераспределяя нагрузку между осями, 
появляется угол наклона рамы и кузова φ (рис. 2 а, б). Ограничения перемещающейся массы 
в кузове и прицепе необходимо заменить связями с жесткостными и диссипативными 
коэффициентами. 

Связь между поверхностью и осями автопоезда обозначаются с помощью связей, 
обозначаемых жесткостными и диссипативными коэффициентами передней, задней осей 
тягача и осью прицепа, учитывающие упругие свойства не только подвески, но и шин колес. 
Для учета влияния связи между прицепом и тягачом необходимо предусмотреть связи с 
коэффициентами. 

Представим уравнение движения тягача, используя уравнения Лагранджа II рода, 
записанного в виде системы силового баланса относительно трех координат (z, x, φ):  

Реакции, действующие со стороны прицепа (Sсц), перемещающихся масс (S, Sп) опорной 
поверхности (Rzп, Rxп, Rzз, Rxз, Rzзп, Rxзп) заменим на действия упругих и диссипативных связей, 
действующих относительно каждой из координат. Помимо реакций на автопоезд с 
перемещающимися массами действуют различные инерционные силы и моменты (рис. 3 а, б). 
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б 

Рис. 2. Динамические модели автопоездов в тормозном режиме: для прицепа (а) и полуприцепа (б): 
h’, h’пм, h’п, h’пмп – расстояния от поверхности до центра масс и до тягача, до центра масс и до 

перемещающейся массы прицепа (полуприцепа) при торможении; h’c – расстояние от центра масс до 
сцепки при торможении 

 

 
а 

 
б 

Рис. 3. Схемы действия сил и моментов на автопоезда с прицепом (а) и полуприцепом (б): 
S, Sn – реакции кузова на перемещающиеся массы тягача и прицепа (полуприцепа), Sсц – реакции 

сцепного устройства; Rzп, Rxп, Rzз, Rxз, Rzзп, Rxзп – нормальные и касательные реакции передних, задних 
колес тягача и прицепа (полуприцепа) 
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Составим системы уравнений действия сил и моментов, действующих на автопоезда, в 
процессе торможения, относительно трех координат x, z, φ для прицепа (1) и для полуприцепа 
(2): 
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где М, Мп, тпм, тпмт – массы тягача, прицепа (полуприцепа), перемещающего груза тягача и 
прицепа (полуприцепа), соответственно, кг; J, Jп – моменты инерции тягача и прицепа 
(полуприцепа), кг м2; a, b – расстояние от центра масс до передней или до задней осей тягача, 
соответственно, м; an, bn – расстояние от центра масс до передней или до задней осей прицепа 
(полуприцепа), соответственно, м; bпм, bпмп bсц – коэффициенты демпфирования кузова тягача 
и прицепа (полуприцепа), сцепного устройства, соответственно, Нс/м; 
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где спм, спмп ссц – коэффициенты жесткости кузова тягача и прицепа (полуприцепа), сцепного 
устройства, соответственно, Н/м; dc – расстояние от центра масс тягача до сцепки, м; 
bпп, bзп, bзпп, bпш, bзш, bзшп – коэффициенты демпфирования передней, задней подвесок тягача, 
задней подвески прицепа (полуприцепа), передней, задней шин колес тягача, задней шины 
прицепа (полуприцепа), соответственно, Нс/м; спп, сзп, сзпп, спш, сзш, сзшп – коэффициенты 
жесткости передней, задней подвесок тягача, задней подвески прицепа (полуприцепа), 
передней, задней шин колес тягача, задней шины прицепа (полуприцепа), соответственно, 
Н/м; nZ& , зZ& , зпZ&  – скорости векторов возмущения, м/с; Zn, Zз, Zзп – векторы возмущения, м; 

φс – коэффициент сцепления шин с поверхностью; L, Lп – база тягача и прицепа 
(полуприцепа), м. 



 

 70 

Представим системы уравнений (1) и (2) в виде уравнения в векторно-матричной форме 
в обобщенных координатах q [8] с инерционными (А), диссипативными (В), жесткостными 
(С), векторами скоростей возмущений Z& (D) и векторами возмущений Z (E) коэффициентами: 

Aq Bq Cq DZ EZ+ + = +&&& & , (3) 
Коэффициенты уравнения являются решениями матриц: 
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









=

333231

2322

1311

0

0

AAA

AA

AA

A ,       (4) 

















=

333231

2322

1311

0

0

ВВВ

ВВ

ВВ

В ,        (5) 

















=

333231

2322

1311

0

0

CCC

CC

CC

C ,       (6) 

















=

333231

232221

131211

DDD

DDD

DDD

D ,  (7) 

















=

333231

232221

131211

ЕЕЕ

ЕЕЕ

ЕЕЕ

Е ,  (8) 

Члены матриц [A11;А33], [В11;В33], [С11;С33], [D11;D33], [E11;E33] для автопоездов с 
прицепом и полуприцепом представлены в таблице 1. 
 

Табл. 1. Члены матриц 
Член 

матрицы 
Для прицепа Для полуприцепа 

А11* ( )пмпппм тМmM +++−  

А13 ( )nnпcпмпппм xadbтхт −++−  ( )nnпcпмпппм xadтхт −+−  

А22 ( )пмпппм тМmM +++  

А23 [ ] ( )hhтhhт пмппмппмпм
′−′+′−′  

А31 
( )

[ ]ncп

nnпcпмпппм

adbМ

xadbтхт

++−
−−++−

 
( )

[ ]ncп

nnпcпмпппм

adМ

xadтхт

+−
−−+−

 

A32 [ ] ( ) [ ]hhMhhтhhт nnпмппмппмпм
′−′+′−′+′−′  

А33 

( )

( )
( )

2 2

2

2

пм пм n

c п nn

пмп п

пмп

т h h х

b d a x
т J J

h h

 ′ ′− + −
 

 + + − +
 − − +
 ′ ′+ − 

 

( )

( )
( )

2 2

2

2

пм пм n

c п nn

пмп п

пмп

т h h х

d a x
т J J

h h

 ′ ′− + −
 

 + − +
 − − +
 ′ ′+ − 

 

В11 ( ) ϕsinпмппмcц bbb −−  

B13 
( )

( ) ϕsin








−++−
−++−

nnncпмп

cсцnпм

xadbb

dbbxb
 ( ) ϕsin









−+−
−+−

nnncпмп

cсцnпм

xadb

dbxb
 

B22 ( ) ϕcosпмппмcц bbb ++−  

B23 [ ] ( )[ ] ϕcoshhbhbhhb пмппмпccцпмпм
′−′−′+′−′−  

B31 
( )

( )







−++−
−++−

nnncпмп

cсцnпм

xadbb

dbbxb
 ( )







−+−
−+−

nnncпмп

cсцnпм

xadb

dbxb
 

B32 [ ] ( )[ ]hhbhbhhb пмппмпccцпмпм
′−′−′+′−′−  

B33 

( ) ( )

( )
( )

2 22 2

2

2

c c c пм пм n

c п nn

пмп

пмп

b b d h b h h х

b d a x
b

h h

   ′ ′ ′+ + − − + −
   

 + + − +
 −
 ′ ′+ − 

 

( )

( )
( )

22 2 2

2

2

c c c пм пм n

c п nn

пмп

пмп

b d h b h h х

d a x
b

h h

 ′ ′ ′ + − − + −   

 + − +
 −
 ′ ′+ − 
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Табл. 1. Продолжение 
Член 

матрицы 
Для прицепа Для полуприцепа 

C11 ( ) ϕsinпмппмcц ccc −−  

C13 
( )

( ) ϕsin








−++−
−++−

nnncпмп

cсцnпм

xadbc

dbcxc
 ( ) ϕsin









−+−
−+−

nnncпмп

cсцnпм

xadc

dcxc
 

C22 ( ) ϕcosпмппмcц ccc ++−  

C23 [ ] ( )[ ] ϕcoshhchchhc пмппмпccцпмпм
′−′−′+′−′−  

C31 
( )

( )







−++−
−++−

nnncпмп

cсцnпм

xadbc

dbcxc
 ( )







−+−
−+−

nnncпмп

cсцnпм

xadc

dcxc
 

C32 [ ] ( )[ ]hhchchhc пмппмпccцпмпм
′−′−′+′−′−  

C33 

( ) ( )

( )
( )

2 22 2

2

2

c c c пм пм n

c п nn

пмп

пмп

c b d h c h h х

b d a x
c

h h

   ′ ′ ′+ + − − + −
   

 + + − +
 −
 ′ ′+ − 

 

( )

( )
( )

22 2 2

2

2

c c c пм пм n

c п nn

пмп

пмп

c d h c h h х

d a x
c

h h

 ′ ′ ′ + − − + −   

 + − +
 −
 ′ ′+ − 

 

D11 ( )пшпп bb +  D12 ( )зшзп bb +  D13 ( )зшпзпп bb +  

D21 ( )пшппс bb +ϕ  D22 ( )зшзпс bb +ϕ  D23 ( )зшпзппс bb +ϕ  

D31 
( )

( )ah

bb

с

пшпп

+′×
×+

ϕ
 D32 

( )
( )bh

bb

с

пшпп

+′×
×+

ϕ
 D33 

( )
( )nс

пшпп

Lbh

bb

++′×
×+

ϕ
 

E11 
пшпп

пшпп

сс

сc

+
 E12 

зшзп

зшзп

сс

сc

+
 E13 

зшпзпп

зшпзпп

сс

сc

+
 

E21 
пшпп

пшппс

сс

сc

+
ϕ

 E22 
зшзп

зшзпс

сс

сc

+
ϕ

 E23 
зшпзпп

зшпзппс

сс

сc

+
ϕ

 

E31 

( )ah

сс

сc

cс

пшпп

пшпп

+′×

×








+
ϕ

 E32 

( )bh

сс

сc

cс

зшзп

зшзп

+′×

×








+
ϕ

 E33 

( )ncс

зшпзп

зшпзпп

Lbh

сс

сc

++′×

×








+
ϕ

 

 
Решение данного дифференциального уравнения в обобщенных координатах не 

позволит разделить влияния различных коэффициентов на амплитуды колебаний в трех 
изначальных координатах, поэтому целесообразно привести системы уравнений (1) и (2) к 
общему решению дифференциального уравнения колебательной системы [9] в виде системы 
относительно каждой из рассматриваемых координат (z, x, φ). 

1
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2 20

1 1 1
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cos

sin

пр

пр

пр

пр пр пр

b пр пр
пр пр

т

пр пр

пр пр

пр пр

b
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т c b

m mc b
z e т m

c b
z

m m

k

−

  
            − +        

         −    = +
       

 
      + −               

+

τ

τ

τ

( ) ( ) ( )11 12 12 13 13sin sin ,вп в вз в взп вk k+ + + + +ω τ ψ ω τ ψ ω τ ψ















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2

2
0 2 2

2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2
0

2 2

sin

cos

пр

пр

пр

пр

b
пр пр

m

пр пр

пр пр

пр пр

b
x

т c b

m mc b
х е т m

c b
x

m m

−

  
            − +   

         −   =
      

     + −       
     

τ

τ

τ

( ) ( ) ( )

3

21 21 22 22 23 23

3
2 20

3 3

2 2

3 3

3
0

sin sin sin ,

sin

cos

пр

пр

вп в вз в взп в

пр

пр пр пр

b пр пр
пр прJ

пр пр

пр

пр

k k k

b

J c b

J Jc b
е J J

c

J

−






 +

 
 
 
 
 



+ + + + + +

 
          − +       

         −   =
      

 
+ −  

 

τ

ω τ ψ ω τ ψ ω τ ψ

φ
τ

φ

φ

( ) ( ) ( )

3

31 31 32 32 33 33sin sin sin .

пр

пр

вп в вз в взп в

b

J

k k k
















  

 
 
 
 
  +
 
 

   
           


+ + + + + +

τ

ω ψ ω ψ ω ψ

 (9) 

где mпр1, mпр2, Jпр – приведенные инерционные коэффициенты относительно координат z, х, φ, 
соответственно, кг; bпр1, bпр2, bпр3 – диссипативные коэффициенты относительно координат z, х, 
φ, соответственно, Нс/м; cпр1, cпр2, cпр3 – жесткостные коэффициенты относительно координат z, 
х, φ, соответственно, Н/м; k11, k12, k13, k21, k22, k23, k31, k32, k33 – амплитуды вынужденных 
колебаний передней, задней осей тягача и прицепа (полуприцепа) относительно координат z, х, 
φ, соответственно; ψв11, ψв12, ψв13, ψв21, ψв22, ψв23, ψв31, ψв32, ψв33 – сдвигами фаз вынужденных 
колебаний передней, задней осей тягача и прицепа (полуприцепа) относительно координат z, х, 
φ, соответственно, град.; ωп, ωз, ωзп – частоты вынужденных колебаний передней, задней осей 
тягача и прицепа (полуприцепа), соответственно, Гц; τ – время торможения, с. 

Для нахождения приведенных коэффициентов общего решения дифференциального 
уравнения колебательной системы (9) необходимо воспользоваться методом сложения 
матриц частным результатом, которого является нулевая матрица: 

11 13 1

22 23 2

31 32 33 3

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

пр

пр

пр

A A т

A A m

A A A т

    
    + =    
        

. (10) 

В результате получим приведенные коэффициенты системы (8) относительно трех 
координат (z, x, φ) для автопоездов из соотношений таблицы 1. 

Сравним математические модели тягачей автопоездов с прицепом и полуприцепом на 
основе угловых колебаний (рис. 4). 

Начальные значения угла тангажа тягача, частоты осей будут идентичны друг другу, 
тогда весовые, жесткостные и демпфирующие коэффициенты будут рассчитаны по исходным 
данным [10] представленным выше: 

– для прицепа Jпр=13019кг м2; bпр3=10094Нс/м; cпр3=11045Н/м; 
– для полуприцепа Jпр=14748кг м2; bпр3=12937Нс/м; cпр3=13513Н/м. 
Полученные результаты амплитуд собственных колебаний свидетельствует о том, что с 

0 до 5,2 с изменения носит экспоненциальный характер и незначительно отличается лишь 
кривизной, после 5,2 с собственные колебания нивелируются, и основной вклад в суммарные 
колебания вносит вынужденная составляющая. 
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Рис. 4. Изменения амплитуд угловых колебаний автопоездов с прицепом и полуприцепом в процессе 

торможения 
 

Заключение 
В рамках исследований разработаны аналитические модели автопоездов с прицепом и 

полуприцепом, на основе решения уравнения Лагранжа II рода относительно трех координат, 
учитывающие вертикальное, продольное и угловое перемещение относительной центра масс 
тягача. Для приближения аналитических моделей к реальным условиям эксплуатации 
учитываются связи инерционных масс рамы тягача и прицепа (полуприцепа) с 
перемещающейся массой грузов. Были проведены сравнительные расчеты суммарных 
угловых колебаний рам тягачей автопоездов с прицепом и полуприцепом, в результате чего 
отличие имеет собственные колебания рамы на протяжении 5,5 с тормозного режима. 
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