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Аннотация. Рассмотрены смешанные параметрические и вынужденные колебания при 
нелинейном параметрическом возбуждении и нелинейной силы упругости. Решение 
нелинейного дифференциального уравнения построено методом прямой линеаризации. 
Получены уравнения нестационарных и стационарных режимов колебаний и условия 
устойчивости стационарных колебаний. Проведены расчеты для получения информации о 
влиянии нелинейного параметрического возбуждения на динамику колебаний.  
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Abstract. Mixed parametric and forced oscillations under nonlinear parametric excitation and 
nonlinear elastic force are considered. The solution to the nonlinear differential equation is 
constructed using the direct linearization method. Equations of non-stationary and stationary modes of 
oscillations and conditions for the stability of stationary oscillations are obtained. Calculations were 
carried out to obtain information about the influence of nonlinear parametric excitation on the 
dynamics of oscillations. 
 

Возникновение колебаний может быть обусловлено различными 
причинами [1]. Описание и изучение различных колебательных процессов 
имеется в большом числе работ, в том числе [2, 3], и [3] посвящена широкому 
исследованию параметрических колебаний. Параметрические колебания 
возникают во многих системах (зубчатая передача, пластины, оболочки и др.).  

Целью работы является анализ взаимодействия параметрических и 
вынужденных колебаний при нелинейном параметрическом возбуждении и 
нелинейной силе упругости. Для решения нелинейного дифференциального 
уравнения этих колебаний использован метод прямой линеаризации [4]. Он 
отличается от других методов нелинейной механики [5-7 и др.] возможностью 
получения конечных расчетных соотношений независимо от конкретного вида и 
степени нелинейности, достаточно малыми затратами труда и времени.  

Рассмотрим следующее дифференциальное уравнение, описывающее 
смешанные параметрические и вынужденные колебания при вынуждающей силе 

1λ sinν t  и нелинейном параметрическом возбуждении 3 cosνx t :  
3 3

0 0 1λ sinν cosν γmx k x c x t bx t x+ + = − −&& & , (1) 
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где x&&, x& , х, m const= , 0k const= , 0c const= , γ const= , λ const= , b const=  − 
соответственно ускорение, скорость, перемещение, масса тела, коэффициенты 
демпфирования, жесткости, нелинейной части силы упругости, вынуждающей 
силы и параметрического возбуждения, 1ν const= , ν const=  − частоты.  

Нелинейную часть силы упругости методом прямой линеаризации [4] 
заменим линейной fс x . Коэффициент линеаризации fс  определяется 

выражением 2
3γfс N a= , 3 (2 3) (2 5)N r r= + + , maxa x= , где r представляет 

параметр точности линеаризации. Интервал его выбора не ограничен, но может 
быть в пределах (0÷2). 

Уравнение (1) принимает теперь вид  
3

0 1λ sinν cosνmx k x cx t bx t+ + =− −&& & , (2) 
где 0 fc c с= + .  

Для решения (2) используем метод замены переменных с усреднением [4]. 
В соответствии с ним имеем cosψx a= , sinψx ap= −& , ψ ξpt= + , ν 2p =  и 
нестационарные значения амплитуды и фазы определяются уравнениями 

 
3

0(4 4λcosξ sin 2ξ) 8a k pa ba pm= − + −& ,
  

(3) 
2 2 3
0ξ 2 (ω ) 2 2 sin cos2ξ 4fam p ac ba pmaλ ξ = − + + + 

& . 

Условия 0a =& , ξ 0=&  в (3) дают для стационарных значений амплитуды и 
фазы соотношения  

2 2 2 6 2 2 2 8
0( 2λ) ( ) 4 0B B b a k b p a− − + = , 4

0ξ ( 2λ) 2tg B B k bpa= − , 

где 2 4 2 2 2
0λ λ ( 2 (ω ) 2 )fB ba ba m p c= ± + + − + , 2

0 0ω c m= . 

Составив уравнения в вариациях для (3) имеем на основе критериев Рауса-
Гурвица следующие условия устойчивости стационарных колебаний: 

1 0D > , 2 0D > ,  
где 1 11 22( )D b b= − + , 2 11 22 12 21D b b b b= − ,  

2
11 0

1
4 3 sin 2ξ

8
b pk ba

pm
 = − −  , 3

12

1
2λsin cos2ξ

4
b ba

pm
ξ = +  ,  

3 3
21 32

1
2 γ λsinξ cos2ξ

2
b N a ba

pma
 = − +  , 

3
22

1
λcosξ sin 2ξ

2
b ba

pma
 = −  .  

Проводились расчеты с использованием следующих параметров: 
2 11кгс с смm −= ⋅ ⋅ , 1

0 0.02кгс c смk −= ⋅ ⋅ , 1
0 1кгс смc −= ⋅ , 3γ 0.2кгс см−= ± ⋅ , 

λ 0.02кгc= , 10.07кгс смb −= ⋅ , 3 3 4N =  (параметр точности линеаризации r = 1,5). 

Заметим, что число 3/4 получается также при методе усреднения [5], т.е. 
результаты по методам прямой линеаризации и усреднения одинаковы.  
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На рисунке 1 показаны некоторые результаты расчетов амплитудно-
частотных кривых при «мягкой» (γ<0) характеристике нелинейной силы 
упругости, а при «жесткой» ( >γ 0) кривые наклоняются в целом вправо [7]. 

 
Рис. 1. Амплитудно-частотные кривые 

 
Сплошные линии соответствуют устойчивым колебаниям, штриховые – 

неустойчивым. Кривые синего цвета представляют случай линейного 
параметрического возбуждения cosνx t . Они приведены для сравнения и 
наглядно показывают различия при линейном и нелинейном (кубическом) 
параметрическом возбуждении.  
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