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Аннотация. Развивается концепция динамических инвариантов в оценке структурных свойств 
семейств механических колебательных систем, являющимися расчетными схемами для 
технических объектов транспортного или технологического назначения, находящихся в 
условиях вибрационного нагружения. Рассматриваются механические колебательные системы 
цепного типа с двумя степенями свободы под воздействием связных силовых возмущений. 
Коэффициент связности силовых возмущений рассматривается в качестве вариационного 
настроечного параметра системы. Поставлена задача оценки динамических особенностей 
семейств механических колебательных систем с учетом связности внешних возмущений. 
Используются методы структурного математического моделирования для оценки 
динамических состояний и форм динамических взаимодействий. Рассмотрены частные случаи 
механических колебательных системы, соответствующие динамическим инвариантам. Для 
соответствующих частных случаев механических колебательных систем построены 
интегральные характеристики совокупности динамических инвариантов. Разработан метод 
оценки структурных свойств на основе динамических инвариантов. 
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Abstract. The concept of dynamic invariants is being developed in the evaluation of structural 
properties of families of mechanical oscillatory systems, which are design schemes for technical 
objects of transport or technological purpose under conditions of vibration loading. Mechanical 
oscillatory systems of a chain type with two degrees of freedom under the influence of connected 
force disturbances are considered. The coefficient of connectivity of force disturbances is considered 
as a variational tuning parameter of the system. The task of estimating the dynamic features of 
families of mechanical oscillatory systems, taking into account the connectivity of external 
disturbances, is set. Structural mathematical modeling methods are used to evaluate dynamic states 
and forms of dynamic interactions. Special cases of mechanical oscillatory systems corresponding to 
dynamic invariants are considered. Integral characteristics of a set of dynamic invariants are 
constructed for the corresponding special cases of mechanical oscillatory systems. A method for 
evaluating structural properties based on dynamic invariants has been developed. 
 

Введение. В настоящее время особое значение приобретают вопросы 
обеспечения безопасности технических объектов, находящихся в условиях 
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вибрационного нагружения силовой природы. Разработка технологий управления 
вибрационными взаимодействиями элементов технологических систем 
предопределяет внимание к разработке методологии оценки, контроля и 
формирования динамических особенностей механических колебательных систем, 
включающих в свой состав настроечные параметры. Для моделирования 
технических объектов на всех стадиях производства и эксплуатации широкое 
распространение получили методы структурного математического моделирования, 
использующие в качестве расчетных схем механические колебательные системы. 
В рамках методов структурного математического моделирования механической 
колебательной системе сопоставляется схема эквивалентная в динамическом 
отношении системы автоматического управления [1-3]. 

Особенности динамических режимов движений элементов механических 
колебательных систем определяются характером как внутренних силовых 
взаимодействий, так и внешних сил, приложенных к массоинерционным 
элементам. Факторами, влияющими на разнообразие режимов динамических 
взаимодействий элементов систем, могут служить неудерживающие связи, 
упругие взаимодействия элементов системы, постоянные дополнительные силы, 
особенности формирования статических и динамических реакций и др. [4-11]. 
Условия проявления специфических динамических режимов представляют 
интерес в плане разработки способов и средств для оценки, контроля и 
формирования вибрационных полей движения рабочих органов вибрационных 
машин транспортного и технологического назначения [1-3, 12, 13]. 

В рамках структурного математического моделирования при отсутствии 
неудерживающих связей для оценки разнообразия динамических состояний 
некоторое развитие получила концепция динамических инвариантов, 
интерпретирующая семейства амплитудно-частотных характеристик в виде 
графов, сохраняющихся на определенных множествах механических 
колебательных систем [14-16]. В условиях вибрационного нагружения, 
динамические особенности взаимодействия элементов системы могут быть 
отображены характеристиками динамических инвариантов в виде количества 
частот обнуления амплитуд колебания координат объекта, частот резонанса и 
форм динамических взаимодействий, представленными положительными и 
отрицательными ветвями амплитудно-частотных характеристик передаточных 
функций системы. 

Вместе с тем, в концепции динамических инвариантов недостаточно 
детализированы представления о разнообразии динамических особенностей в 
зависимости от структурной специфики механических колебательных систем. 

Статья посвящена разработке подходов к отображению структурных 
особенностей механических колебательных систем цепного типа с двумя 
степенями свободы с помощью интегральных характеристик динамических 
инвариантов. 

I. Основные положения. Постановка задачи. Рассматривается 
механическая колебательная система с двумя степенями свободы, образованная 
массоинерционными и упругими элементами (рис. 1). 
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Рис. 1. Механическая колебательная система с двумя степенями свободы: m1, m2 - 
массоинерционные элементы, k1, k2, k3 - упругие элементы, z1, z2 - кинематические 
возмущения, Q1, Q2 - внешние силовые возмущения, y1, y2 - координаты системы 

 
В качестве внешних возмущений, приложенных к массоинерционным 

элементам m1 и m2, выступают синфазные гармонические функции Q1 и Q2. В 
качестве кинематических возмущений выступают синфазные кинематические 
возмущения z1, z2. Предполагается, что система совершает малые установившиеся 
колебания y1, y2 относительно положения статического равновесия c начальными 
нулевыми условиями; силовые возмущения связаны между собой линейной 
функциональной зависимостью Q2=γQ1. 

Задача заключается в разработке метода оценки с помощью характеристик 
динамических инвариантов структурных особенностей семейств цепных 
механических колебательных систем, находящихся под воздействием связных 
силовых возмущений. 

II. Математическая модель. На основе известных методов расчетной 
схеме механической колебательной системы может быть сопоставлена 
структурная схема эквивалентная в динамическом отношении системы 
автоматического управления (рис. 2) [1-3]. 
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Рис. 2. Структурная схема механической колебательной системы с двумя 
степенями свободы при условии z1=0, z2=0, p=jω – комплексная переменная, 

символ «-» над переменной обозначает изображение Лапласа [17] 
 

На основе структурной схемы (рис. 2) может быть построена передаточная 
функция системы, отображающая ряд динамических особенностей: 
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При условии связности внешних силовых возмущений в виде  
Q2=γQ1 (2) 
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динамические особенности механической колебательной системы могут быть 
отображены, включающим в свой состав коэффициент связности γ, 
передаточным отношением: 
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Динамические особенности в виде критических состояний обнуления 
амплитуд колебаний объекта, режимов резонанса и форм динамических 
взаимодействий могут быть представлены амплитудно-частотной 
характеристикой передаточного отношения (1) при условии связности внешних 
возмущений (2): 
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Выражение (4) может быть приведено к виду: 
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В выражении (5) ω1
2, ω2

2
 – собственные частоты системы, n1

2, n2
2
 –

парциальные частоты, ∆1
2, ∆2

2 – «собственные частоты» фрагментов системы. 
Существенные особенности механической колебательной системы с учетом 

коэффициента связанности γ могут быть определены на основе так называемой 
частотной функции обнуления амплитуды колебания координаты y1 объекта, 
совокупность динамических состояний которого оценивается: 

γ∆+=γω 2
2

2
2

2 )( n . (7) 
Частотная функция обнуления (7) в зависимости от коэффициента 

связности γ определяет частоту ω внешнего возмущения Q1, на которой 
обнуляется амплитуда колебания координаты y1. 

На основе частотной функции обнуления (7) и собственных частот (6) 
системы может быть построено семейство динамических инвариантов в виде 
ориентированных графов, отображающих совокупности динамических 
особенностей механической колебательной системы [14-16]. 

Особенности динамического инварианта могут быть охарактеризованы 
выражением Si

jFk
l, где i- количество состояний обнуления амплитуд колебаний, j-

количество резонансов, k-количество отрицательных динамических форм 
взаимодействий, l- количество положительных форм взаимодействий. На рисунке 
3 представлены амплитудно-частотные характеристики, динамические 
инварианты которых заданы выражениями вида Si

jFk
l. 

При условии 0<ω1
2, 0<∆2

2 cоответствующие интервалам и точечным значениям 
коэффициента связности динамические инварианты мекханической 
колебательной системы (рис. 1) представлены в таблице 1. 
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Вместе с тем, параметры системы могут не удовлетворять условиям 0<ω1
2, 

что создает предпосылки к возможному изменению совокупности динамических 
инвариантов. 
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Рис. 3. Амплитудно-частотные харакутеристики, отображающие заданные 
инварианты

 

 

Табл. 1. Динамические инварианты механической колебательной системы 
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III. Оценка динамических особенностей механических колебательных 
систем со структурной спецификой. На основе исходной механической 
колебательной системы могут быть рассмотрены системы, отражающие 
различные структурные особенности в виде обнуления жесткостей, масс или 
принятия ими предельно больших значений. В таблице 2 представлены 
характеристики механических колебательных систем с учетом структурных 
особенностей. 

В таблице 2 на пересечении строк, соответствующих вариантам 
механических систем, и столбцам, отображающих характеристики динамических 
инвариантов, стоит символ «V», если динамический инвариант(столбца) 
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отражает динамические особенности рассматриваемой механической 
колебательной системы (строки). В частности, показано, что диада (Таблица 2, 
строка III) обладает динамическими инвариантами с характеристиками J2-J7. В 
свою очередь, «присоединение» диады к опорной поверхности изменяет её 
динамическое многообразие на совокупность J3, J5-J7. 
 

Табл. 2. Характеристики динамических инвариантов с учетом структурных 
особенностей 
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S0

0F0
1 S0

1F1
0 S0

1F1
1 S0

2F1
1 S0

2F2
1 S1

2F2
1 S1

2F2
2 S∞

0F0
0 1

1
( )

y
j

Q
ω  Параметры 

системы 
Расчетная схема 

J1 J2 J3 J4 J5 J6 J7 J∞ 

I mi>0, kj>0 
3k2k1k

2m
1m

2y
1y

1Q 2Q

 

  V  V V V  

II k3=0 
2k1k

2m
1m

2y
1y

1Q

 
  V  V V V  

III k1=0 
2k

2m
1m

2y
1y

1Q

3k

 
  V  V V V  

IV k1=0, k3=0 
2k

2m
1m

2y
1y

1Q

 
 V V V V V   

V k2=0 
3k2k1k

2m
1m

2y
1y

1Q 2Q

z1 z2

I II

 

  V     V 

VI m1→0 
3k

2k
1k

1m

2y1y
1Q

2Q

z1 z2

I II

 

V  V V V    

VII m2→0 
3k2k1k

2m

2y1y

1Q 2Q
I II

 
  V     V 

VIII k2→∞ 
3k

1k
2m

1m

2y
1y

1Q 2Q

z1 z2

I II

 

  V     V 

 

Заключение. В рамках методологии структурного математического 
моделирования рассмотрена задача оценки возможных совокупностей 
динамических особенностей для цепной механической колебательной системы, 
находящейся под воздействием связных силовых возмущений. Для семейств 
механических колебательных систем построены частные характеристики 
динамических инвариантов, отображающие количественные особенности 
амплитудно-частотных характеристик передаточных функций системы. 
Рассмотрены частные случаи механических колебательных систем и 
соответствующие им характеристик динамических инвариантов. Для 
соответствующих частных случаев механических колебательных систем 
построены интегральные характеристики совокупности динамических 
инвариантов. Таким образом, разработана методология оценки структурных 
преобразований механических колебательных систем. 
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