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Аннотация. На примере упругой системы иллюстрируется алгоритм конструирования 
оптимального управления типа «разгон-торможение» переносным поступательным 
движением из исходного состояния абсолютного покоя в конечное состояние покоя при 
минимально возможном времени движения. Результаты конструирования при использовании 
восстановленного нового функционала-критерия проверяются вариационным методом теории 
оптимального управления. Установлено, что с ростом степени полинома управления 
(переносного ускорения) наблюдается снижение энергоемкости конструируемого 
управляемого движения.  
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Abstract. An algorithm of constructing an optimal control of the "acceleration-deceleration" type 
for a translational motion from the initial state of absolute quiescence to the final state of absolute 
quiescence for the given minimum possible motion time is illustrated on an elastic system example. 
The results of control construction are verified by the variational method of the optimal control 
theory using the reconstructed new functional-criterion. It has been found that with an increase the 
degree of the control polynomial (translational acceleration), a decrease in the energy intensity of the 
controlled motion is observed. 
 

Теории колебаний упругих систем и оптимальному управлению 
движением объектов посвящены работы [1-5]. В работе [3], например, 
моментные соотношения для определения времени устранения колебаний при 
оптимальном управлении используются только в простом (абсолютном) 
движении объектов.  

Управлению переносным поступательным движением упругих систем 
посвящены работы [6-9], в которых приведены алгоритмы конструирования 
управлений (переносных ускорений) с учетом цели движения, ограничений на 
движение и управление. Продолжают оставаться актуальными исследования 
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динамического поведения упругих объектов при реверсионно 
сконструированном управлении. 

Цель исследований – сравнительный анализ динамики упругой системы 
при полученном вариационным методом теории оптимального управления 
переносном ускорении и с использованием конструирования. 

Известное [5] оптимальное управление (переносное ускорение) можно 
найти и с использованием конструирования, т.е. без заранее задаваемого 
критерия оптимальности, но, безусловно, с учетом известных ранее краевых 
условий. 

Пусть перемещение описывается полиномом: 
2 3 2

1 2 3 4 2 3 4( ) , ( ) 2 3e eS t C C t C t C t V t C C t C t= + + + = + +  (1) 
при движении из исходного в конечное состояние покоя на расстояние L и 
условиях (0) 0, (0) 0, ( ) , ( ) 0.e e e eS V S T L V T= = = =  Из решения системы 
алгебраических уравнений получим 
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и дальше с учетом (2) выражения для перемещения, скорости и ускорения 
принимают вид:  
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Общая энергия, затрачиваемая для перемещения массы 1кгm = , равна 
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Графики ( ), ( ), ( )e e eS t V t U t  (при 1м и 1сL Т= = ) изображены на рисунке 
1. 

 

Sе(t) Vе(t) Uе(t) 

t, с 

Uе(t), Vе(t), Sе(t) 
 

 
Рис. 1. Графики переносного движения ( ), ( ), ( )e e eS t V t U t  

 
Полином (1) является решением дифференциального уравнения  
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которому соответствует квадратичный функционал-критерий  
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где 
2
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Критерий (6) использовался заранее для решения задачи вариационным 
методом.  

В общем случае реверсионное конструирование приводит к новым 
критериям оптимальности, отражающим характерные свойства 
конструируемого движения. 

В следующем примере для оптимального перемещения объекта принят 
полином 
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для которого (0) 0; (0) 0.e eS V= =   
С учетом краевых условий и косой симметрии управлений 
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из (8) получим: 
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В данном примере выражения для перемещения, скорости и ускорения 
(управления) имеют вид: 
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Графики функций (10) для прежних исходных данных изображены на 
рисунке 2. 

 

t, с 

Uе(t), Vе(t), Sе(t) Uе(t) 
Vе(t) Sе(t) 

 
Рис. 2. Графики переносного движения ( ), ( ), ( )e e eS t V t U t  

 
Энергия, затрачиваемая на достижение цели движения  
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По сравнению с предыдущим результатом (4) энергия уменьшается на 
30,56%. Использован полином (7) для решения дифференциального 
уравнения 

6 4
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= =  (12) 

которому соответствует функционал-критерий 
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С учетом критерия (13) и условий (8) решение найдено вариационным 
методом. 

Для рассмотренных двух типов управлений исследовано относительное 
движение (колебания) упругого объекта с одной степенью свободы без учета 
сопротивления, уравнение движения которого  
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где k – частота собственных колебаний. Движение – из состояния 
относительного покоя, т.е. (0) 0,    (0) 0r rx x= =& . 

Здесь управление (3) 
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и решение уравнения (14)  
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При k = 2π / T1; T1 = T / n; L = 1 м. моментные соотношения 
( (T) 0,    (T) 0)x x= =&  преобразуются к системе трансцендентных уравнений:  
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Один из общих корней n = 2,459 системы (16) найден графически 
(рисунок 3). Общее время движения (при k = 4π c-1 и T1 = 2π / k = 0,5 с.) 
T = T1 ⋅ n =1,23 с. 

  
 

 
 

n n 

 
 

общие корни  

 
Рис. 3. Поиск общих корней системы трансцендентных уравнений 
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За время движения упругий объект совершает два полных колебания и в 
итоге, с учетом переносного покоя, достигает состояния абсолютного покоя 
(рисунок 4).  

 
  

 ( )rx t  
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Рис.4. Графики относительного движения 

 

Если принять управление (10) 
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уравнения (14) будет следующим:  
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где а = 10L / T2. 
После преобразований для этого случая моментные соотношения: 
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Один из общих корней системы (18) найден в заданном интервале 
графически и равен n = 2,369. Поэтому T = T1 ⋅ n =1,185 с.  

Как и предполагалось, при t = T достигается абсолютный покой, но 
общее время отличается от времени, полученного в предыдущем случае 
классического управления.  

Графики xr(t) и ( )rx t&  изображены на рисунке 6. 
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Рис. 5. Поиск общих корней 
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Рис. 6. Графики относительного движения 
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С ростом степени полинома при конструировании управления согласно 

РПО энергия и действие (по Лагранжу) уменьшаются, что свидетельствует о 
снижении уровня колебаний упругого объекта в относительном движении.  

Заключение. Реверсионно восстанавливаемый функционал-критерий 
отражает оптимальность конструируемого переносного движения объекта. 
Показано, что найденное управление обеспечивает снижение энергии на 
реализацию целенаправленного движения. С увеличением степени полинома 
энергоемкость управления стремится к некоторому предельному значению, 
позволяющему достичь цели движения за заданное фиксированное время.  
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