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Аннотация. Получены условия существования асимптотического решения неоднородного 
уравнения теплопроводности с различными коэффициентами при t →∞, удовлетворяющего 
однородным краевым и начальным условиям. 
 
INVESTIGATION OF THE STABILITY OF A PARABOLIC SYSTE M WITH A 
DELAY BASED ON THE ANALYSIS OF THE ASYMPTOTIC BEHAV IOR OF 

THE SOLUTION 
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Abstract. Conditions for the existence of an asymptotic solution of an inhomogeneous heat equation 
with different coefficients for satisfying homogeneous boundary and initial conditions are obtained. 
 

В работе решаются задачи: 
– сформулировать условия существования решения математической модели 

теплового процесса и установить его единственность; 
– изучить асимптотическое поведение при t → ∞  этого решения.  
Рассматривается уравнение  
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удовлетворяющее однородному краевому условию: 
( ) Dxtxu ∈=   ,  0,  (2) 

и начальному условию: 
( ) GxEttxu ∈∈=    ,      ,  0, 0 . (3) 

Здесь   mRG ⊂ конечная область с кусочно-гладкой границей Г; D- 
цилиндрическая поверхность с образующей Г и направляющими, параллельными 
оси t; D1- продолжение D на начальное множество Ео, состоит из точки t0=0 и 
значений )(tt τ− , меньше 0 при .0≥t  Матрицы jkjk BА ,  положительно 

определены в G, их элементы не зависят от t и непрерывно дифференцируемы по 
х1,х2,...хm. Дифференциальные выражения  
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эллиптические в G; А, В- операторы задачи Дирихле соответствующих 
эллиптических уравнений с однородными краевыми условиями первого типа на Г 
[1]. Спектры этих операторов дискретны, их собственные значения 

nn µλ ,  

положительны и стремятся к бесконечности при ∞→n  [2]. Полагаем, что 
операторы А,В коммутативны. В этом случае они имеют общую 
ортонормированную в L2(G) систему собственных функций { }u xn( ) . u(t), f(t) - 

абстрактные функции, определенные для t ≥0 со значениями в L2(G). Это значит, 
что любому фиксированному t ≥0 ставится в соответствие единственный элемент 
u(х,t) (или f(a,t) из L2(G); и(t) принадлежит классам D(A), D(B) и энергетическим 
пространствам HA,HB, порожденным операторами А,В. Теперь задачу (1)…(3) 
можно записать в виде: 

( ) ].,0[      ),()()(
)( ∞∈=τ−++ ttfttbButaAu

dt

tdu
 (4) 

.  ),()( 0Etttu ∈ϕ=  (5) 

Рассматривается также стационарное уравнение 
( ) ( )( )xgggVbBaA ==+    ,   . (6) 

Следующая ниже теорема 1 содержит условия существования решения [2] 
исходной задачи. Имеется ввиду функция u(t), удовлетворяющая уравнению 

( ) ,0 )( ),()()(
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 η−τ−++ ttfttbButaAu
dt

tdu
 

где )(tη - абстрактная функция со значениями в НА, НВ. Выполнено построение 
этого решения методом Фурье с обоснованием метода. Слабое решение задачи 
(4),(5) строится в форме суммы ряда  
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коэффициенты которого определяются из уравнений  
′ + + − −С t a C t b t t f tn n n n n( ) ( ) ( ( )) ( )λ µ τ =0, (8) 

при условиях  
С t  t En( ) , .= ∈0 0     (9) 

Здесь ( ) ( ) .  )(),,(=)(  ,)(),,()( xutxftfxutxutC nnnn
=  

Решение задачи (8),(9) существует [3]. Решение исходной задачи 
принадлежит классам [ [ ( )( ) [ )( ) ( ) [ [ ( )( ).,,0   ,   ,,0  ,  ,,0 2

1
,2 GLCHHCGLC BA ∞∞∞  

Теорема 1. Пусть 
ba >  и A>B (т.е. A - B - положительно определен); 

( )∫
∞

∞<
0

2
dttf ; 

( )GLAf 2∈ . 
Тогда сумма ряда (7) является слабым решением задачи (4),(5). 
Доказательству теоремы предпошлем лемму. 
Лемма 1. В условиях теоремы 1 справедливы следующие оценки  
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Доказательство теоремы 1 сводится к проверке следующих положений: 
1) ряд (7) в метрике L2(G) сходится равномерно по t для t ≥ 0;  
2) ряд (7) сходится равномерно по t для t ≥ 0 в метриках HA, HB;  
3) ряд, полученный почленным дифференцированием по t ряда (7), 

сходится равномерно по t при t ≥ 0 в L2(G) . 
(Доказательство леммы и теоремы 1 в работе не приводим). 

Теорема 2 (основная). Пусть  
0)( →− gtf  при ∞→t ; 

;)(
0

2
∫
∞

∞<dttτ
 

′ < ∞
∞

∫ f t dt( ) 2

0 ,  
тогда слабое решение задачи (1)…(3) стремится к слабому решению 
уравнения (6) в метрике L2(G).  

Условия теоремы 1 предполагаются выполненными. 

Доказательство теоремы 2 
Запишем в форме ряда решение уравнения (6):  
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Переписывая уравнение (8) в форме  [ ] )())(()()()()( tfttCtCbtCbatC
nn

n
nnnnn

+τ−−µ=µ+λ+′ , 

с учетом нулевых начальных условий для C t
n
( ) , находим 
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Перейдем к оценке и t( ) − v . 
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где Cn, Cn - первое и второе слагаемое правой части (11). Во втором из этих 

слагаемых выполняется интегрирование по частям  
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Рассмотрим отдельно каждую сумму в правой части неравенства (13). 
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В преобразованиях использовано неравенство Коши - Буняковского; t > 0 . 
Теперь последнее слагаемое в правой части (13) оценивается суммой: 
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Первое слагаемое справа за счет экспоненциального множителя при t t≥ 0 

( t
0
-достаточно велико) может быть меньше 

ε ε
2

0∀ > . Из условия 3) теоремы 2 

следует возможность выбора t  настолько большим, что  
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Рассмотрим первую сумму в правой части неравенства (12). Нетрудно 
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Так как ∞→µ22
n

b , то при ∞→n  стремится к нулю интеграл в выражении 

для )(2 tCn . Убедиться, что ∀n этот интеграл стремится к нулю при t → ∞ . 
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Использованы построения, аналогичные только что выполненным. Для 
завершения рассуждений остается отметить ограниченность ′С sn

2 ( )  и сослаться 
на условие 2) теоремы 2. 

Таким образом, теорема 2, утверждающая стабилизацию решения задачи 
(1)-(3) при t → ∞  и свидетельствующая об асимптотической устойчивости, 
доказана. 
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