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Аннотация. Параллельный механизм «платформа Гью-Стьюарта» является основой многих 
технических решений, в частности конструкции механизмов для стыковки космических 
аппаратов. Уравнения движения платформы представлены для наиболее общего случая, когда 
кинематические цепи, соединяющие управляемое тело с основанием, содержат универсальные 
и цилиндрические шарниры. Эффективность их вычислений обеспечивают предварительное 
выделение независимых переменных движения, рекуррентные алгоритмы синтеза уравнений 
динамики кинематических цепей и уравнений связей контуров, расчета сил и моментов, 
действующих на основание механизма, т.е. на космический аппарат. 
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Abstract. Parallel mechanism “Gough-Stewart platform” is a base of many technical solutions, 
partially of spacecraft docking mechanism design. Platform motion equations presented for most 
general case when kinematical chains connecting controlled body with base of mechanism include 
universal and cylindrical joints. Efficiency of their computation is provided by preliminary separation 
of independent motion coordinates, by recurrent algorithms for synthesis of dynamic equations of 
kinematical chains and loop constrain equations, for calculation of force and moment acting on 
mechanism base, i.e. on spacecraft.  
 

Введение. Платформа Гью-Стюарта – это параллельный механизм [1, 2], 
который является основой многих технических решений. Он был придуман и 
впервые использован для работы в составе испытательного стенда [3], а 
широкую популярность, особенно в аэрокосмической промышленности, 
приобрел после публикации [4]. В настоящее время он является основой 
конструкции большинства механизмов для стыковки космических аппаратов и 
стендов для их динамических испытаний [5-10]. 

Специфика проектирования процессов стыковки космических аппаратов 
состоит в длительности моделируемого динамического процесса (несколько 
минут) и необходимости оценки принимаемых технических решений на 
статистическом множестве вариантов (более 1000) начальных условий. Это 
требует применения вычислительно эффективных математических моделей 
движения. Минимальный объем вычислений при расчете движения платформы 
Гью-Стьюарта обеспечивается предварительным выделением независимых 
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переменных, применением наиболее эффективного рекуррентного алгоритма 
синтеза уравнений динамики, редукции этих уравнений на основе решения 
уравнений контурных связей, рекуррентным расчетом сил и моментов, 
действующих на основание механизма, то есть на космический аппарат. По 
сравнению с публикацией [11] в данной статье более подробно 
рассматривается модель движения только платформы Гью-Стьюарта. При этом 
устранены допущенные ранее неточности, добавлены необходимые 
комментарии. 
 

1. Описание тел и шарниров кинематических цепей параллельного 
механизма. Платформа Гью-Стьюарта представляет собой параллельный 
механизм, в котором управляемое тело имеет шесть степеней подвижности 
(три поступательных и три угловых) и соединено с основанием шестью 
направляющими кинематическими цепями (КЦ). Каждая из этих КЦ имеет три 
шарнира. В наиболее общем варианте механизма два концевых из них являются 
универсальными, а промежуточный – цилиндрическим. Центры 
универсальных шарниров располагаются на периферии управляемого тела и 
основания. Главными достоинствами этой платформы по сравнению с другими 
параллельными механизмами являются достаточная симметрия рабочего 
пространства и хорошая нагрузочная способность, обусловленная 
использованием в направляющих КЦ шарниров с поступательными 
перемещениями, которые обеспечивают высокую эффективность управляемых 
приводов или демпферов. 

Управляемое тело платформы и направляющие КЦ образуют 
кинематические контуры, в которых каждое тело имеет и предшествующее, и 
последующее. Для описания движения таких контуров рекуррентными 
кинематическими соотношениями один из их шарниров замещается 
уравнениями связей. Предпочтительными для замещения являются 
универсальные шарниры, связывающие направляющие КЦ с управляемым 
телом. В этом случае преобразованная механическая система (МС) распадается 
на семь простых КЦ – независимую ( 0k = ), связывающую управляемое тело с 

основанием последовательностью виртуальных шарниров, и шесть ( 1,6k = ) 
зависимых направляющих периферийных. Матрица обобщенной инерции 
такой преобразованной МС становится наименее заполненной. Это позволяет 
использовать высокоэффективный рекуррентный алгоритм синтеза уравнений 
динамики и уменьшить объем вычислений при моделировании. 

Возможность предварительного выделения переменных движения 
управляемого тела в качестве независимых обусловлена тем, что рабочее 
пространство платформы ограничено таким образом, чтобы уравнения связей, 
замещающих шарниры, всегда имели решение. Это решение существует, если 
механизм не находится в так называемой сингулярной конфигурации, когда 
управляемое тело лежит в одной плоскости хотя бы с одной из направляющих 
КЦ. Отсутствие сингулярности обеспечивается на этапе проектирования 
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ограничением поступательных перемещений в направляющих КЦ либо с 
помощью механических упоров, либо с помощью алгоритмов управления.  

Для описания звеньев k − й КЦ 0,6k =  следующая система обозначений 
(рис. 1.1). 

 
Рис. 1.1. Относительное положение и системы координат  

двух смежных тел кинематической цепи 
 

С j − м шарниром связаны выходная система координат (СК) 

1, 1, 1,
J J J
j k j k j kX Y Z− − −  предшествующего тела 1,j kB −  и входная СК , , ,j k j k j kX Y Z  

очередного тела ,j kB . Положение 1, 1, 1,
J J J
j k j k j kX Y Z− − −  относительно 1, 1, 1,j k j k j kX Y Z− − −  

задается постоянным вектором 1,j k−l  и постоянной матрицей преобразования 

1,j k−γ . Тело ,j kB  имеет массу ,j km  и тензор инерции ,j kI . Положение центра 

масс относительно , , ,j k j k j kX Y Z  задается постоянным вектором ,j kd . 

Относительные поступательное и угловое перемещения в шарнире 
определяются переменным вектором ,j kt  и переменной матрицей 

преобразования ,j kα  из СК 1, 1, 1,
J J J
j k j k j kX Y Z− − −  в , , ,j k j k j kX Y Z . Их элементы зависят 

от шарнирной переменной jq , элемента вектора q  обобщенных координат МС 

(в алгоритме составного тела рассматриваются шарниры только с одной 
степенью свободы). Положение СК , , ,j k j k j kX Y Z  относительно 1, 1, 1,j k j k j kX Y Z− − −  

определяется вектором 1, ,j j k−r  и матрицей преобразования ,j kβ . С основанием 

механизма связана СК 0 0 0X Y Z . Относительно нее положение СК , , ,j k j k j kX Y Z  

определяется вектором ,j kr  и матрицей преобразования ,j kτ , а ориентация СК 

1, 1, 1,
J J J
j k j k j kX Y Z− − −  – матрицей преобразования ,j kθ . Внешние активные силы ,

E
j kf  

и моменты ,
E
j km  действуют на тело ,j kB , а внутренние активные либо сила ,

J
j kf

, либо момент ,
J
j km  действуют относительно оси движения в шарнире ,j kJ  на 

тела ,j kB  и 1,j kB −  (с обратным знаком). 
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Тела и шарниры в КЦ имеют локальную последовательную индексацию 
1, , {6,4}k kj n n= ∈ . В применяемом далее алгоритме составного тела для 

синтеза уравнений динамики используются шарниры с одной степенью 
подвижности, поступательные ( , 0J

j kr = ) или вращательные ( , 1J
j kr = ). Поэтому 

индекс каждого тела совпадает с индексом шарнирной переменной, 
независимой jq  или зависимой ,j kp , определяющей относительные 

поступательные или угловые перемещения в его входном шарнире. 
Независимые шарнирные переменные управляемого тела образуют (6 1)× −
вектор q , зависимые шарнирные переменные k-й периферийной 

кинематической цепи образуют (4 1)× − вектор kp . 

Кинематический контур, образованный управляемым телом и k-й 
направляющей КЦ, показан на рисунке 1.2. 

 
Рис. 1.2. Кинематический контур, образованный управляемым телом и k-й 

направляющей кинематической цепью платформы 
 

В исходном положении механизма положение СК 0,0 0,0 0,0X Y Z , связанной 

с центром управляемого тела определяется постоянными вектором 

0,0 [ ,0,0]TIPL=l  и матрицей преобразования 0,0 3=γ 1 , где 3 (3 3)− × −1 единичная 

матрица. Положение СК замещаемого шарнира относительно СК 6,0 6,0 6,0X Y Z , 

связанной с центром подвижного управляемого тела, задается постоянными 
вектором 6,

L
kl  и матрицей преобразования 6,

L
kγ . Положение СК замещаемого 

шарнира относительно СК 4, 4, 4,k k kX Y Z  последнего шарнира k-й направляющей 

КЦ задается постоянными вектором 4, 4[ ,0,0]L T
k kL=l  и матрицей 

преобразования 4, 3k =γ 1 . 
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Конфигурация независимой КЦ и положение управляемого тела 
относительно СК 0,0 0,0 0,0X Y Z  основания определяется следующими векторами 

и матрицами  

0,0 [ ,0,0]TIPL=l , 0,0 3=γ 1 , 1,0 1[ ,0,0]Tq=t , 1,0 3=α 1 , 

1,0 =l 0 , 1,0 3=γ 1 , 2,0 2[0, ,0]Tq=t , 2,0 3=α 1 , 

2,0 =l 0 , 2,0 3=γ 1 , 3,0 3[0,0, ]Tq=t , 3,0 3=α 1 , 

3,0 4,0 5,0= = =l l l 0 , 3,0 4,0 5,0 3= = =γ γ γ 1 , 4,0 5,0 5,0= = =t t t 0 ,  

4 4

4,0

4 4

0

0 1 0

0

cq sq

sq cq

− 
 =  
  

α , 
5 5

5,0 5 5

0

0

0 0 1

cq sq

sq cq

 
 = − 
  

α , 6,0 6 6

6 6

1 0 0

0

0

cq sq

sq cq

 
 =  
 − 

α , 

а конфигурация k-й направляющей КЦ векторами и матрицами 

1,k =t 0 , 
1, 1,

1,

1. 1,

0

0 1 0

0

k k

k

k k

cp sp

sp cp

− 
 =  
 
 

α , 

1,k =l 0 , 1, 3k =γ 1 , 2,k =t 0 , 
2, 2,

2, 2, 2,

0

0

0 0 1

k k

k k k

cp sp

sp cp

 
 = − 
 
 

α , 

2, 2,[ ,0,0]Tk kL=l , 2, 3k =γ 1 , 3, 3,[ ,0,0]Tk kp=t , 3, 3k =α 1 , 

3,k =l 0 , 3, 3k =γ 1 , 4,k =t 0 , 4, 4, 4,

4, 4,

1 0 0

0

0
k k k

k k

cp sp

sp cp

 
 

=  
 − 

α . 

Векторы 6,
L

kl  и 0,
L

kl , матрицы 0,kγ  определяются конструкцией конкретной 

платформы. В ее исходном положении матрицы преобразования из 0 0 0X Y Z  в 

СК замещаемого шарнира равны 4, 3 0, 6, 6, 3
L L L

k k k k= = =θ 1 γ θ γ 1  и следовательно, 

6, 0,
L

k k=γ γ . 
 

2. Формирование и решение уравнений контурных связей. Три 
условия замыкания k-uj кинематического контура могут быть записаны как 
равенство координат, скоростей и ускорений центра 6, 4,

L L
k kO O=  замещаемого 

шарнира, соединяющего направляющую КЦ с управляемым телом 
(0) (0)

6, 4,
L L

k k=r r , (0) (0)
6, 4,
L L

k k=v v , (0) (0)
6, 4,
L L

k k=v v& & ,  (2.1) 

где все векторы определены в общей для всего механизма СК 0 0 0X Y Z  его 

основания, что обозначается верхним индексом в скобках. 
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Если в направляющих КЦ платформы второй шарнир поступательный, а 
замещаемый шарнир на управляемом теле сферический, то этих условий 
достаточно для формирования уравнений связей. Если второй шарнир 
цилиндрический, то замещаемый не может рассматриваться как сферический. 
В случае применения пневмо- или гидроцилиндров это не позволит учесть 
момент инерции и динамику осевого вращения поршня. Шток в виде винта 
должен быть описан как цилиндрический шарнир, если управляющий момент 
на него подается через дифференциальный шарико-винтовой преобразователь 
(ШВП). Этот вариант коротко рассматривается далее. 

Если замещаемый шарнир универсальный, то добавляется четвертое 
условие замыкания 4, 6, 0L L

k k⋅ =y z , которое отражает взаимную 

перпендикулярность единичных векторов 4,
L

ky  и 6,
L

kz  осей 4,
L
kY  и 6,

L
kZ , 

относительно которых выполняются повороты на углы yψ  и zθ  (рис. 2.1). 

Столбцы матрицы 4,
L T

kθ  и соответственно строки матрицы 4,
L

kθ  составлены из 

единичных векторов системы координат 4, 4, 4, 4,
L L L L

k k k kO X Y Z , выраженных с СК 

0 0 0X Y Z , т.е. (0) (0) (0)
4, 4, 4, 4,[ , , ]L L L L T

k k k k=θ x y z . Аналогично строки матрицы 6,
L

kθ  

составлены из единичных векторов системы координат 6, 6, 6,
L L L

k k kX Y Z , 

выраженных с СК 0 0 0X Y Z : (0) (0) (0)
6, 6, 6, 6,[ , , ]L L L L T

k k k k=θ x y z . Поэтому четвертое условие 

замыкания для угловых координат имеет вид  

4, 6, 4, 6,(2) (3) (2) (3) 0L L L T L
k k k k⋅ = =θ θ θ θ , (2.2) 

где 4, (2)L
k −θ вторая строка матрицы 4,

L
kθ , а 6, (3)L

k −θ  третья строка матрицы 6,
L

kθ . 

Производные по времени постоянных единичных векторов 
(0)

4, 4 4,(2) (2)L L
k k= ×θ ω θ& , (0)

6, 6 6,(3) (3)L L
k k= ×θ ω θ&  и свойство смешанного 

произведения векторов ( ) ( )⋅ × = − ⋅ ×b c a a c b  позволяют определить условие 
замыкания для угловых скоростей 

 
Рис. 2.1. Единичные векторы поворота в замещаемом универсальном шарнире 
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=+=⋅ )3()2()3()2()]3()2([ ,6,4,6,4
'

,6,4
L

k
L

k
L

k
L

kt
L

k
L

k θθθθθθ &&

 
=×⋅+⋅×= )]3([)2()3()]2([ ,6

)0(
6,4,6,4

)0(
4

L
k

L
k

L
k

L
k θωθθθω

 
=×⋅+×⋅−= )]3([)2()]3([)2( ,66,4,6

)0(
4,4

L
k

L
k

L
k

L
k θωθθωθ

 
=−×⋅=×−⋅−= )]()3([)2()]3()[()2( )0(

6
)0(

4,6,4,66
)0(

4,4 ωωθθθωωθ
L

k
L

k
L

k
L

k  
=×⋅−=×⋅−−= )]3()2([)()]2()3([)( ,6,4

)0(
6

)0(
4,4,6

)0(
6

)0(
4

L
k

L
k

L
k

L
k θθωωθθωω

 
(0) (0)

4, 6, 4 6[ (2) (3)] ( ) 0L L
k k= × ⋅ − =θ θ ω ω , 

которое окончательно запишется в виде 
(0) (0)
4 6( ) 0T

R,k − =n ω ω , (2.3) 

где , 4, 6, 4, 6,(2) (3) (2) (3)L L L L
R k k k k k= × =n θ θ θ θ% . 

Здесь и далее a%  обозначает кососимметрическую матрицу, с помощью 
которой записывается векторное произведение: × =a b ab% . 

Условие замыкания для угловых ускорений получается 
дифференцированием (2.3) 

(0) (0) ' (0) (0) (0) (0)
, 4 6 , 4 6 , 4 6[ ( )] ( ) ( ) 0T T T

R k t R k R k− = − + − =n ω ω n ω ω n ω ω& & & , (2.4) 

где 
(0) (0)

, 4 4, 6, 4, 6 6,( (2)) (3) (2) ( (3)L L L L
R k k k k k= × × + × × =n ω θ θ θ ω θ&  

(0) (0)
6, 4 4, 4, 6 6,(3)( (2)) (2)( (3))L L L L

k k k k= − + =θ ω θ θ ω θ% %% %  
(0) (0)

4, 6 6, 6, 4 4,(2)( (3)) (3)( (2))L L L L
k k k k= −θ ω θ θ ω θ% %% % . 

Для преобразования условий замыкания k-го контура в уравнения 
контурных связей относительно шарнирных скоростей и ускорений 
используются матрицы парциальных скоростей управляемого тела 

(0) (0) (0)
6, 6, 6,/ /L L L

k k k= ∂ ∂ = ∂ ∂T v q v q& &&& , (0) (0)
6,0 6,0 6,0/ /= ∂ ∂ = ∂ ∂R ω q ω q& & &&  и звеньев 

направляющей КЦ (0) (0) (0)
, , ,/ /L L L

j k j k k j k k= ∂ ∂ = ∂ ∂T v p v p& &&&  (0) (0)
, , /j k j k k= ∂ ∂ =R ω p&  

(0)
, /j k k= ∂ ∂ω p& && . В результате этого уравнения связей для скоростей и ускорений 

в шарнирах запишутся в виде 
0qTpT =− &&

)0(
,6

)0(
,4

L
kk

L
k ,  

(0) (0)
, 4, 6,0( ) 0T

R k k k − =n R p R q& & , (2.5) 

0wqTwpT =+−+ )0(
,6

)0(
,6

)0(
,4

)0(
,4

L
k

L
k

L
kk

L
k

&&&&
,  

(0) (0) (0) (0) (0) (0)
, 4, 4, 6,0 6,0 , 4, 6,0( ) ( ) 0T T

R k k k k R k k+ − − + − =n R p ε R q ε n ω ω&& && & , (2.6) 

где (0) (0)
4, 6,,L L

k kw w и 4, 6,0, (3 1)k − × −ε ε векторы, нелинейно зависящие от шарнирных 

скоростей.  
Необходимые для получения уравнений контурных связей векторы и 

матрицы вычисляются рекуррентно, на основе определенных выше 
геометрических параметров тел и шарниров, шарнирных координат и 
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скоростей. Матрицы парциальных скоростей, выраженные в локальных СК 
шарниров независимой и зависимых КЦ, равны  

1,0

1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

rel

 
 =  
  

T , 2,0

0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

rel

 
 =  
  

T , 3,0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

rel

 
 =  
  

T , 

1,0 2,0 3,0 3 6
rel rel rel

×= = =R R R 0 , 4,0 5,0 6,0 3 6
rel rel rel

×= = =T T T 0 , 

4,0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

rel

 
 =  
  

R , 5,0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

rel

 
 =  
  

R , 6,0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

rel

 
 =  
  

R , 

1, 2, 4, 3 4
rel rel rel
k k k ×= = =T T T 0 , 3,

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

rel
k

 
 =  
  

T , 

1,

0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

rel
k

 
 =  
  

R , 2,

0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 0 0

rel
k

 
 =  
  

R , 42,

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

rel
k

 
 =  
  

R . 

При 0 1, 6k j= → =  и 1,6 1, 4k j= → = , используются рекуррентные 
соотношения  

1, 1, 1,j k j k j k− − −=θ γ τ , , , 1,j k j k j k−=β α γ , , , 1,j k j k j k−=τ β τ , 
(0)

1, 1, 1,
T

j k j k j k− − −=l τ l , (0) (0)
1, , 1, 1, ,

T
j j k j k j k j k− − −= +r l θ t , (0) (0) (0)

, 1, 1, ,j k j k j j k− −= +r r r , 
(0)

, 1, ,
rel T rel
j k j k j k−=T θ T , (0)

, 1, ,
rel T rel
j k j k j k−=R θ R , 

(0) (0) (0)
, 1, ,

rel
j k j k j k−= +R R R , (0) (0) (0) (0) (0)

, 1, 1, 1, ,
rel

j k j k j k j k j k− − −= − +T T l R T%  

0 :k =  (0) (0)
,0 ,0

rel rel
j j=v T q& , (0) (0)

,0 ,0
rel rel
j j=ω R q& , 

0 :k >  (0) (0)
, ,

rel rel
j k j k k=v T p& , (0) (0)

, ,
rel rel
j k j k k=ω R p& , 

(0) (0) (0)
, 1, ,

rel
j k j k j k−= +ω ω ω , 
(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)

, 1, 1, 1, 1, , , 1,2 rel
j k j k j k j k j j k j k j k− − − − −= + −w w ω ω r v ω% % % , 

(0) (0) (0) (0)
, 1, 1, ,

rel
j k j k j k j k− −= +ε ε ω ω%  (2.7) 

при начальных условиях (0) (0)
0, 0,k k=r l , 0, 0,k k=τ γ , (0)

0,k =T 0 , (0)
0,k =R 0 , (0)

0,k =ω 0 , 
(0)
0,k =w 0 , (0)

0,k =ε 0   

Для тел, соединяемых замещаемым шарниром, вычисляются матрицы и 
векторы 

4, 4, 4,
L

k k k=θ γ τ , 6, 6, 6,0
L L

k k=θ γ τ , 
(0)

4, 4, 4,
L T L

k k k=l τ l , (0)
6, 6,0 6,
L T L

k k=l τ l , 
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(0) (0) (0) (0)
4, 4, 4, 4,
L L
k k k k= −T T l R% , (0) (0) (0) (0)

6,0 6,0 6, 6,0
L L

k= −T T l R% , 
(0) (0) (0) (0) (0)
4, 3, 3, 3, 4,

L
k k k k k= +w w ω ω l% % , (0) (0) (0) (0) (0)

6, 6,0 6,0 6,0 6,
L

k k= +w w ω ω l% % , 

, 4, 6,(2) (3)L L
R k k k= ×n θ θ , 

, 4, 6 6, 6, 4 4,(2)( (3)) (3)( (2))L L L L
R k k k k k= −n θ ω θ θ ω θ% %& % % . (2.8) 

В результате уравнения связей (2.5) для шарнирных скоростей и (2.6) для 
ускорений могут быть записаны в виде 

( ) ( )d i
k k k=C p C q& & , (2.9) 
( ) ( ) ( ) ( )d d i i
k k k k k+ = +C p c C q c&& && , (2.10) 

где 
(0)

4,( )

, 4, 4 4

L
kd

k T
R k k ×

 
=  
  

T
C

n R
, 

(0)
6,0( )

, 6,0 4 6

L

i
k T

R k ×

 
=  
  

T
C

n R
, 

(0)
4,( )

, 4, , 4, 4 1

kd
k T T

R k k R k k ×

 
=  

+  

w
c

n ε n ω&
, 

(0)
6,( )

, 6,0 , 6,0 4 1

ki
k T T

R k R k ×

 
=  

+  

w
c

n ε n ω&
. (2.11) 

В предположении отсутствия у механизма сингулярных конфигураций 
(4 4)× −матрица ( )d

kC  всегда обратима и решения уравнений связей для 

зависимых шарнирных скоростей и ускорений k-й КЦ имеют вид  
( ) 1 ( )[ ]d i

k k k k
−= =p C C q H q& & & , (2.12) 

( ) 1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )[ ] [ ] ( )d i d i d
k k k k k k k k

− −= + − = +p C C q C c c H q h&& && && , (2.13) 

где ( ) 1 ( )[ ]d i
k k k

−=H C C , ( ) 1 ( ) ( )
4 1[[ ] ( )]d i d

k k k k
−

×= −h C c c . (2.14) 

Нелинейные уравнения связей относительно шарнирных координат  
(0) (0)

4, 6,

4, 6,

( ) ( , )
(2) (3)

L L
k k

k k L T L
k k

 −
= = = 

  

r r
f p f q p 0

θ θ
 (2.15) 

могут быть решены итерационным способом. В этом случае очередное i-е 
приближение к решению определяется соотношением  

( ) ( 1) 1 ( 1) ( 1)( , ) ( , )i i i i
k k k k

− − − −= −p p J q p f q p , 

где 
(0)( 1) ( 1)

4,( 1) ( )
( 1) ( 1)

, 4, 4 4

( , ) ( , )
( , )

Li i
ki dk k

k ki i T
k k R k k

− −
−

− −

×

 ∂ ∂= = = = 
∂ ∂   

Tf q p f q p
J q p C

p p n R

&

&
. 

Окончательно 
(0) (0)

4, 6,( ) ( 1) ( ) 1
4 4

4, 6, 4 1

[ ]
(2) (3)

L L
k ki i d

k k k L T L
k k

− −
×

×

 −
= −  

  

r r
p p C

θ θ
. 

Но аналитическое решение уравнений связей для шарнирных координат 
требует выполнения меньшего числа операций. При этом вместо зависимых 
угловых шарнирных переменных вычисляются их тригонометрические 
функции. 
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Для k − й зависимой КЦ сначала вычисляется вектор 
(0) (0) (0)
, 6,0 6,0 6, 0, [ , , ]T L T

S k k k k k kl m n= + − =r r τ l l  

из центра первого в центр замещаемого шарнира, выраженный в системе 

координат 0 0 0X Y Z . Его длина 2 2 2
,S k k k kL l m n= + +  позволяет определить 

поступательный ход штока в зависимой КЦ  

,3 , , (0)k S k S kp L L= − , 

где , (0)S kL − расстояние между центрами первого и замещаемого шарниров в 

некотором исходном положении механизма, при котором ,3 0kp = . 

Для определения ,1kp  и ,2kp  вектор (0)
,S kr  преобразуется в систему 

координат 0, 0, 0,`J J J
k k kX Y Z , связанную с первой осью вращения первого шарнира. 

С учетом того, что 1, 2, 3k k= =γ γ 1  
( ) (0) ( ) ( ) ( )
, 0, , , , , 1, 2, ,[ , , ] [ ,0 0]k k k k T T T T

S k k S k S k S k S k k k S kl m n L= = =r γ r α α . 

Так как в универсальном шарнире первый поворот выполняется 
относительно оси 1,kY , а второй – относительно 2,kZ  , то при обозначениях 

ikik pcp ,, cos=
, ikik psp ,, sin=

  

,1 ,1 ,2 ,2 ,1 ,2 ,1 ,2 ,1

1, 2, ,2 ,2 ,2 ,2

,1 ,1 ,1 ,2 ,1 ,2 ,1

0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 1

k k k k k k k k k

T T
k k k k k k

k k k k k k k

cp sp cp sp cp cp cp sp sp

sp cp sp cp

sp cp sp cp sp sp cp

 − −   
    = =     
    − −     

α α  

и 

( )
,,1 ,2 ,,1 ,2 ,1 ,2 ,1 ,

( ) ( )
, ,2 ,2 ,2 , ,

( )
,1 ,2 ,1 ,2 ,1 ,1 ,2 , ,

0 0

0

k
S kk k S kk k k k k S k

k k
S k k k k S k S k

k
k k k k k k k S k S k

lcp cp Lcp cp cp sp sp L

sp cp sp L m

sp cp sp sp cp sp cp L n

   −  
     = = =      
     − −        

r . 

Это позволяет определить тригонометрические функции углов ,1kp  и ,2kp  

( ) ( )
,1 , ,/k k

k S k S kctg p l n= − , 2
,1 ,1 ,1( ) / 1k k ksp sign ctg p ctg p= + , 

2
,1 ,11k kcp sp= − , ( )

,2 , ,/k
k S k S ksp m L= , 2

,2 ,21k kcp sp= − . 

Четвертая зависимая шарнирная переменная ,4kp  – угол поворота 

относительно продольной оси в цилиндрическом шарнире, определяется при 
записи условия замыкания для угловой координаты не в системе координат 

0 0 0X Y Z  основания, а в локальной системе 3, 3, 3,
L L L

k k kX Y Z  четвертого шарнира. При 

этом вместо матрицы 4,
L

kθ  используется матрица преобразования 4,kα  при 

повороте вокруг оси 3,
J
kY  
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4, 4, 4,

4, 4,

1 0 0

0

0
k k k

k k

cp sp

sp cp

 
 

=  
 − 

α . 

Ее вторая строка – это единичный вектор 4,
L

ky  в СК 3, 3, 3,
J J J

k k kX Y Z . Вместо 

6,
L

kθ  используется матрица преобразования 3, 6, 6,0 3,
L T

k k k=ψ γ τ θ  из СК 3, 3, 3,
J J J

k k kX Y Z  в 

систему 6, 6, 6,
L L L

k k kX Y Z . Ее третья строка 3, (3)kψ  – это единичный вектор 6,
L

kz , 

выраженный в СК 3, 3, 3,
J J J

k k kX Y Z . Условие замыкания для угловых координат в 

замещаемом универсальном шарнире запишется в виде 

4, 3, 4, 3,(3,2) (3,3) 0k k k kcp sp+ =ψ ψ . 

Величина 4, 3, 3,(3, 2) / (3,3)k k ktg p = −ψ ψ  позволяет определить другие 

тригонометрические функции угла 4,kp  поворота штока вокруг своей оси 

4, 4,cos 1/ 1k kp tg p= + , 2
4, 4, 4,sin ( ) 1 (cos )k k kp sign tg p p= − . 

Если замещаемый шарнир сферический, то условия (2.2)-(2.4) не 
учитываются, число зависимых шарнирных переменных в каждой 
направляющей КЦ равно трем, соответственно корректируется размерность 
матричных коэффициентов в (2.9)-(2.15), угол поворота штока вокруг 
продольной оси в аналитическом решении не определяется. 
 

3. Рекуррентный алгоритм синтеза уравнений динамики КЦ. Метод 
разделения переменных, позволяющий исключить из уравнений динамики 
зависимые переменные, применим, если используется замкнутая форма этих 
уравнений. Входящие в неё матрица обобщенной инерции и вектор 
обобщенных сил могут быть вычислены различными способами. Наиболее 
эффективным для простых КЦ с произвольным составом шарниров является 
алгоритм, основанный на рекуррентном решении обратной задачи динамики, 
позволяющий использовать только локальные СК отдельных тел, что 
определяет его относительно высокую вычислительную эффективность. Он 
впервые представлен в [12, 13], и впоследствии получил название алгоритм 
составного тела (Composite-Rigid-Body Algorithm) [14].  

В статье [15] расчет матрицы обобщенной инерции и вектора 
обобщенных для платформы Гью-Стьюарта также основан на решении 
обратной задачи динамики. Получены компактные соотношения при 
допущении о том, что в каждой направляющей КЦ второй шарнир из трех 
является только поступательным, а третий, соединяющий ее с управляемым 
телом, сферическим. Но это не соответствует наиболее общему виду 
платформы. Кроме того, в [15] не ставилась задача определения сил и 
моментов, действующих на основание механизма. Поэтому этот подход далее 
не используется.  
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Алгоритм составного тела записывается более компактно при 
использовании блочных матриц и векторов. Ниже для исключения части 
избыточных матричных операций он представлен в виде раздельных 
соотношений для поступательных и угловых движений тел. 

Матрицы kA  обобщенной инерции k-й КЦ вычисляются по столбцам и 

имеют размерность ( )k kn n× , где 6kn =  при 0k =  и 4kn =  при 0k > . При 

расчете элементов j − го ( 1, kj n= ) столбца предполагается, что при 0k =  

1jq =&& , 0,iq i j= ≠&& , =q 0& , а при 0k >  ( ) 1k j =p&&  и ( ) 0,k i i j= ≠p&& , k =p 0& . С 

учетом этого сначала для очередного j-го тела определяются векторы 
ускорений ,

l
j kv& , ,

l
j kω& , инерционных силы ,

,
I l
j kf  и момента ,

,
I l
j km  тела ,j kB  по 

соотношениям 

, ,
ˆl rel

j k j k=v T& , , ,
ˆl rel

j k j k=ω R& , 
,

, , , , ,
I l l l
j k j k j k j k j km= +f v ω c&%& , 

,
, , , , ,

I l l l
j k j k j k j k j k= +m I ω c v& % & ,  

где , , ,j k j k j km= −c d постоянный вектор. 

В отличие от уравнений связей здесь используются (3 1)× −матрицы 
парциальных скоростей только для относительных движений в шарнирах 

,0 ,0 ,0
ˆ / /rel rel rel

j j j j jq q= ∂ ∂ = ∂ ∂T v v& & && , ,0 ,0 ,0
ˆ / /rel rel rel

j j j j jq q= ∂ ∂ = ∂ ∂R ω ω&& &&  и 

, ,
ˆ / ( )rel rel

j k j k k j= ∂ ∂ =T v p& , / ( )rel
j k k j∂ ∂v p&&& , , , ,

ˆ / ( ) / ( )rel rel rel
j k j k k j k kj j= ∂ ∂ = ∂ ∂R ω p ω p& & &&  

которые для независимой и зависимых КЦ равны 

1,0
ˆ [1,0,0]rel T=T , 2,0

ˆ [0,1,0]rel T=T , 3,0
ˆ [0,0,1]rel T=T , 1,0 2,0 3,0

ˆ ˆ ˆrel rel rel= = =R R R 0 , 

4,0
ˆ [0,1,0]rel T=R , 5,0

ˆ [0,0,1]rel T=R , 6,0
ˆ [1,0,0]rel T=R , 4,0 5,0 6,0

ˆ ˆ ˆrel rel rel= = =T T T 0 , 

1, 2, 4,
ˆ ˆ ˆrel rel rel

k k k= = =T T T 0 , 3,0
ˆ [1,0,0]rel T=T , 

1,
ˆ [0,1,0]rel T

k =R , 2,
ˆ [0,0,1]rel T

k =R , 
0R =rel

k,3
ˆ

 4,
ˆ [1,0,0]rel T

k =R . 

Далее для j-го столбца по прямым рекуррентным соотношениям  
( 1, ki j n= + ) вычисляются обусловленные предполагаемым движением тела 

,j kB  векторы поступательных ,
l
i kv&  и угловых ,

l
i kω&  ускорений, силы ,

,
I l

i kf  и 

моменты ,
,

I l
i km  инерции всех последующих тел КЦ 

, , 1, 1, 1, ,( )l l l
i k i k i k i k i i k− − −= +v β v ω r&%& & , , , 1,

l l
i k i k i k−=ω β ω& &  

,
, , , , ,
I l l l

i k i k i k i k i km= +f v ω c&%& , ,
, , , , ,
I l l l
i k i k i k i k i k= +m I ω c v& % & . 

После этого по обратным рекуррентным соотношениям ( ,ki n j= ) 

вычисляются элементы j-го столбца матрицы kA  как проекции на ось i-го 

шарнира инерционных сил и моментов i-го и всех последующих тел  
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,
, , ,

,
, , ,

ˆ , 0,
( , )

, 1,

rel T I l J
i k i k i k

k rel T I l J
i k i k i k

r
i j

r

 == 
=

T f
A

R m
 

а также инерционные силы и моменты, приведенные к предшествующему телу 
КЦ (при i j> ) 

, ( 1) ,
, , ,
I l i T I l
i k i k i k

− =f β f , 
, , , ( 1)
1, 1, ,
I l I l I l i

i k i k i k
−

− −= +f f f , 
, , , , ( 1)
1, 1, , , 1, , ,

I l I l T I l I l i
i k i k i k i k i i k i k

−
− − −= + +m m β m r f% . 

Элементы вектора kb  обобщенных сил k-й КЦ вычисляются в 

предположении, что ускорения во всех шарнирах равны нулю, а скорости и 
координаты принимают свои фактические значения.  

Сначала по прямым рекуррентным соотношениям ( 1, kj n= ) 

вычисляются скорости, нелинейно зависящие от них составляющие 
поступательных ,j kw  и угловых ,j kε  ускорений тел, суммарные векторы ,

,
IE n
j kf  и 

,
,

IE n
j km  инерционных и внешних сил и моментов. При этом все векторы и 

тензоры инерции выражены в локальной СК очередного тела, что уменьшает 
число матричных операций 

0k = → ,0 ,0
ˆrel rel

j j jq=v T & , ,0 ,0
ˆrel rel

j j jq=ω R & , 

0k > → , ,
ˆ ( )rel rel

j k j k j=v T p& , , ,
ˆ ( )rel rel

j k j k j=ω R p& , 
( )

1, , 1,
j

j k j k j k− −=ω β ω , ( )
, 1, ,

j rel
j k j k j k−= +ω ω ω , 

( )
, , 1, 1, 1, 1, 1, , 1, ,( ( ) ) 2 j rel

j k j k j k j k j k j k j j k j k j k− − − − − −= + + +w β w ε ω ω r ω v% % %% , 
,

, , , , , , ,( )IE n
j k j k j k j k j k j k j km= − − +f w ε ω ω c% %% ,  

,
, , , , , , , ,( )IE n

j k j k j k j k j k j k j k j k= − − −m I ε c w ω I ω% % .  

Если платформа функционирует в земных условиях, то добавляются 
действующие на j-e тело силы и моменты силы тяжести 

, ,
, , , ,

IE n IE n
j k j k j k j km= −f f τ g , , ,

, , , ,
IE n IE n
j k j k j k j k= −m m c τ g% , 

где [ ,0,0]Tg=g , g − ускорение свободного падения.  

При 0k =  к векторам ,
6,0
IE nf  и ,

6,0
IE nm  добавляются внешние сила 6,0

Ef  и 

момент 6,0
Em , действующие на управляемое тело и выраженные в связанной с 

ним СК 6,0 6,0 6,0X Y Z  
, ,

6,0 6,0 6,0
IE n IE n E= +f f f , , ,

6,0 6,0 6,0
IE n IE n E= +m m m . 

При 0k >  запоминаются векторы  
,0 ,

, ,
n IE n
j k j k=f f , ,0 ,

, ,
n IE n
j k j k=m m ,  

которые используются далее при расчете сил и моментов, действующих на 
основание механизма. 
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После этого по обратным рекуррентным соотношениям ( ,1kj n= ) 

вычисляются элементы вектора kb  с добавлением внутренних активных силы 

,
J

j kf  или момента ,
J
j km , действующих вдоль оси шарнира (при 0k =  внутренние 

активные силы и моменты равны нулю)  

, , , ,

,
, , , ,

ˆ , 0,
( )

ˆ , 1,

rel T IE n J J
j k j k j k j k

k rel T IE n J J
j k j k j k j k

f r
j

m r

 + == 
+ =

T f
b

R m
 

а также вычисляются силы и моменты, приведенные к предшествующему телу 
КЦ (при 1j > ) 

, ( 1) ,
, , ,

IE n j T IE n
j k j k j k

− =f β f , 
, , , ( 1)
1, 1, ,

IE n IE n IE n j
j k j k j k

−
− −= +f f f , 

, , , , ( 1)
1, 1, , , 1, , ,

IE n IE n T IE n IE n j
j k j k j k j k j j k j k

−
− − −= + +m m β m r f% . 

4. Редукция уравнений динамики механической системы. Уравнения 
динамики параллельного механизма без учета уравнений контурных связей 
могут быть представлены в виде 

0 0

( ) ( )d d

    
=    

    

A 0 bq

p0 A b

&&

&&
, 

где 0 (6 6)− × −A матрица обобщенной инерции, 0 (6 1)− × −b вектор 

обобщенных сил управляемого тела; ( ) [ ]d
kdiag= −A A  блочная ( 24 24)× −

матрица и ( ) [ ]d T T
k= −b b  блочный (24 1)× − вектор; (4 4)k − × −A матрица 

обобщенной инерции и (4 1)k − × −b  вектор обобщенных сил k-й направляющей 

КЦ; 1 6[ ,..., ]T T T= −p p p&& && &&  вектор зависимых шарнирных ускорений.  

Все направляющие КЦ цепи не связаны непосредственно между собой и 
каждую из них совместно с управляемым телом можно рассматривать 
независимо. Таким образом управляемое тело и k-я направляющая КЦ 
образуют k-ю подсистему, в которой их связывают уравнения связей в 
координатах  

( , )k k t =f u 0 ,  (4.1) 

где (4 1)k − × −f вектор, [ , ] (10 1)T T T
k k= − × −u q p вектор шарнирных переменных. 

Уравнения динамики такой подсистемы с учетом связей, влияние 
которых учитывается через множители Лагранжа, записываются в виде 

u T u
k k k k k+ =A u C λ b&& ,  (4.2) 

где 0 (10 10)u
k

k

 
= − × − 
 

A 0
A

0 A
матрица, 0 (10 1)u

k
k

 
= − × − 
 

b
b

b
вектор, 

( , ) ( , ) ( , )
(4 10)k k k

k
k k k

t t t∂ ∂ ∂= = = − × −
∂ ∂ ∂

f u f u f u
C

u u u

& &&

& &&
матрица, (4 1)k − × −λ вектор. 
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Объединение (4.2) с уравнениями связей (4.1) приводит к системе 
дифференциально-алгебраических уравнений (СДАУ) с индексом 3 [16]. Для 
ее приведения к общему составу переменных необходимо использовать BDF 
(Back Differential Formula) методы [17-19.]. Если использовать уравнения 
связей, записанные относительно ускорений 

( , )k
k k k k k

t∂ + = +
∂

f u
u c C u c

u

&&

&& &&
&&

, 

то СДАУ будет иметь общий набор неизвестных (индекс 1).  
u T u

kk k k

kk k

    
=    

    

uA C b

λC 0 c

&&
. 

Но даже в этом случае необходимо применять различные специальные 
методы их решения [20, 21]. Для описания динамики системой обыкновенных 
дифференциальных уравнений минимальной размерности (4.2) преобразуется 
с помощью разделения шарнирных переменных [22] на основе решения в 
явном виде (2.12) уравнений связей для ускорений 

k
k

 
=  
 

q
u

p
, 6

,k H k
k k kk

      
= = + = +      
      

1q 0 0
u q C q

p h hH

&&
&& &&&&

&&
, (4.3) 

где столбцы (10 6)× −матрицы , 6[ , ]T T
H k k=С 1 H  представляют собой векторы 

возможных перемещений k-й подсистемы, выраженные через (6 1)× − вектор 
независимых возможных перемещений. 

Подстановка в (4.3) в (4.2)  
( )

0 0

( )

i T
k

kd T
k kk kk

     
+ =     +       

A 0 C bq
λ

H q h0 A bC

&&

&&
 (4.4) 

проводит к системе уравнений 
( )

0 0

( )

i T
k

kd T
k kk k kk

     
+ + =     

      

A b0 C
q λ

A hA H bC
&& , 

которая проецируется на (10 1)× −вектор возможных перемещений k-й 

механической подсистемы, то есть умножается на матрицу , 6[ , ]T T
H k k=С 1 H  

( )
00

6 ( )
[ ]

i T
kT

k kd T
k kk k kk

       
+ + =      

       

bA C0
1 H q λ

A hA H bC
&& . 

В полученном результате  
( ) ( )

0 0( ) ( )T T i T T d T T
k k k k k k k k k k k k+ + + + = +A H A H q H A h C H C λ b H b&&  

вследствие того, что  
( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( )[ ] [ ]i T T d T i T d i T d T i T d d i T
k k k k k k k k k k k

− −+ = − = − =C H C C C C C C C C C 0  

исключается вектор неопределенных множителей Лагранжа  

0 0( ) ( )T T
k k k k k k k+ = + −A H A H q b H b A h&& . 
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Окончательно редуцированная система обыкновенных 
дифференциальных уравнений динамики параллельного механизма с шестью 
направляющими кинематическими цепями записывается в виде 

* *
0 0=A q b&& , (4.5) 

где 
6

*
0 0

1

T
k k k

k=

= +A A H A H , 
6

*
0 0

1

( )T
k k k k

k=

= + −b b H b A h , (4.6) 

*
0 (6 6)− × −A  обобщенная матрица инерции, *

0 (6 1)− × −b  вектор обобщенных 

сил. 
В статье [15] рассмотрен вариант платформы, в котором в каждой 

направляющей КЦ для передачи момента от управляемого привода 
используется обычный шарико-винтовой преобразователь (ШВП), в котором 
винт может перемещаться только поступательно, а гайка – только вращаться. 
При этом поступательное Screwx  и угловое Nutφ  перемещения связаны через шаг 

винта t  соотношением (2 / )Nut Screw N Screwt x i xφ = π = , где 2 /Ni t= π −  

коэффициент передачи ШВП. Гайка преобразует подаваемый на неё момент 

Nutm  в силу Screw N Nutf i m= , действующую на винт. Суммарный момент инерции 

NutI   гайки и всех связанных с нею звеньев вращения создает добавочную 

приведенную осевую массу винта 2
x N Nutm i I ∆ = .  

В периферийных стыковочных механизмах [6] иногда используются 
дифференциальные ШВП, в которых винт может одновременно перемещаться 
поступательно и вращаться относительно своей продольной оси, то есть 
соответствует цилиндрическому шарниру. Его поступательное перемещение 

Screwx  определяется разностью собственного угла поворота Screwφ  и угла Nutp  

поворота гайки. При правом направлении винта шарнирные координаты ШВП 
и их производные по времени изменяются в соответствии с уравнениями связей 

Nut N Screw Screwp i x= + φ , Nut N Screw Screwp i x= + φ&& & , Nut N Screw Screwp i x= + φ&&&& && . 

Если в качестве зависимых шарнирных переменных выбрать углы 
поворота гайки и их производные, то по аналогии с (2.12) – (2.14) решение этих 
уравнений для k-й направляющей КЦ платформы может быть записано в виде  

,Nut k N kp = H p , ,Nut k N kp = H p&& , ,Nut k N kp = H p&&&& , 

где [0,0, ,1] (1 4)N Ni= − × −H матрица. 

В соответствии с методом разделения переменных и аналогично (4.6) 
матрицы kA  и векторы kb  до применения (4.6) корректируются по 

соотношениям  
*

, ,
T

k k N k Nut N k k kI = + = + ∆A A H H A A ,  
*

, ,
T

k k N k Nut k k km= + = + ∆b b H b b , 

где  



JARiTS. 2026. Issue 55 

 54 

2

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0

0 0 1

k Nut
N N

N

I
i i

i



 
 
 ∆ =
 
 
  

A , ,

0

0

1

k Nut k
N

m
i

 
 
 ∆ =
 
 
 

b , 

В некоторых работах отмечается, что разделение переменных и 
использование решения уравнений связей для редукции уравнений динамики 
приводят к соотношениям, которые требуют большего объема вычислений по 
сравнению с использованием множителей Лагранжа и технологии решения 
разреженных систем уравнений. Но это может иметь место только при 
необходимости определения набора независимых переменных в уравнениях 
связи самого общего вида. При однозначном предварительном определении 
состава независимых переменных такое замечание является спорным. Кроме 
того, в нем не учитываются вычислительные затраты, связанные с 
интегрированием СДАУ. 
 

5. Расчет сил и моментов, действующих на основание механизма. 
Вектор kλ  множителей Лагранжа, входящий в правую часть уравнений 

динамики k-й направляющей кинематической цепи (вторая строка в блочно-
матричной записи уравнений (4.4)) 

( ) ( ) ( )( )d d d T
k k k k k k+ = −A H q h b C λ&&  

является обобщенной силой, и выраженной в СК основания. После 
определения в результате решения уравнений связей зависимых шарнирных 
координат kp  и их производных ,k kp p& &&  с учетом того, что ( ) 1 ( ) 1[ ] [ ]d T d T

k k
− −=C C , 

его можно определить как 
( ) 1 ( ) ( )[ ] ( )d T d d

k k k k k
−= −λ C b A p&& . 

То есть вектор kλ  есть следствие действия на управляемое тело со 

стороны k-й направляющей КЦ в соответствии с ее структурой связей (видом и 
последовательностью шарниров). Действие этой же КЦ на основание 
платформы в центре ее первого шарнира может быть вычислено на основе 
учета ее активных и инерционных сил и моментов. Рекуррентный алгоритм 
такого расчета основан на следующих соотношениях.  

Условия равновесия сил и моментов, действующих на тело Bj,k, имеют вид 
( )

, , , ,
IE R J S j
j k j k j k j k+ + + =f f f f 0 , ( )

, , , ,
IE R J S j
j k j k j k j k+ + + =m m m m 0 , 

где , ,,IE IE
j k j k −f m суммарные инерционные и внешние сила и момент; , ,,R R

j k j k −f m  

сила и момент реакции в j-м шарнире k-й кинематической цепи; , ,,J J
j k j k −f m  

внутренние активные сила и момент, создаваемые в этом шарнире 
устройствами демпфирования или приводами; , ,,S S

j k j k −f m  сила и момент, 

действующие со стороны всех последующих тел и выраженные в СК тела Bj,k. 
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Относительное движение в шарнире ,k jJ  осуществляется вдоль i-й оси (

1,3i ∈ ) с единичным вектором ,
i
j ke . Для поступательного шарнира ( , 0J

j kr = ) 

, , , ,
ˆ /i rel rel

j k j k j k j kp= = ∂ ∂e T v . Проекция на этот вектор условия равновесия сил, 

действующих на тело ,j kB , исключает силу реакции 
( )

, , , ,
ˆ ( )relT IE S j J

j k j k j k j kf+ + =T f f 0 , 

то есть на тело вдоль ,
i
j ke  со стороны шарнира действует внутренняя активная 

сила J
jf , преодолевающая силу его инерции (и, возможно, веса), а также силу 

от последующих тел. Проекции этого же условия равновесия на оси 1
,

i
j k
⊕e  и 2

,
i
j k
⊕e

, 2j k⊕e  (⊕  означает циклическую подстановку следующих за номером i  

значений из множества 1,3) определяются соответствующие компоненты 
реакции 

1 1 ( )
, , , , ,( )i T R i T IE S j

j k j k j k j k j k
⊕ ⊕= − +e f e f f , 2 2

, , , , ,( )i T R i T IE S
j k j k j k j k j k
⊕ ⊕= − +e f e f f . 

Суммарный вектор силы, действующей через шарнир на 
предшествующее тело и выраженной в СК , , ,j k j k j kX Y Z  тела ,j kB  с единичными 

векторами 1 2 3
, , ,, ,j k j k j ke e e  равен 

( )
1, , , , , ,

ˆ ( )S j rel J R IE S
j k j k j k j k j k j kf− = − + +f T N f f , 

где 1 1 2 2
, , , , ,( )R i i T i i T

j k j k j k j k j k
⊕ ⊕ ⊕ ⊕= +N e e e e  – постоянная диагональная (3 3)× −матрица, у 

которой i-й диагональный элемент равен нулю, а остальные равны 1. 
Так как в поступательном шарнире ,

J
j k =m 0 , то момент реакции, 

действующий на тело ,j kB , равен , , ,( )R IE S
j k j k j k= − +m m m . На предшествующее 

тело через шарнир действует момент ( )
1,

S j IE S
j k j j− = +m m m , выраженный в системе 

координат очередного тела. 
Аналогично предшествующему во вращательном шарнире ( , 1J

j kr = ) 

, , , ,
ˆ /i rel rel

j k j k j k j kp= = ∂ ∂e R ω , и на тело 1,j kB −  действуют сила и момент, 

выраженные в СК , , ,j k j k j kX Y Z  тела ,j kB  
( )
1, , ,

S j IE S
j k j k j k− = +f f f , ( )

1, , , , ,
ˆ ( )S j rel J R IE S

j k j k j j k j k j km− = − + +m R N m m . 

Сила 1,
S
j k−f  и момент 1,

S
j k−m , выраженные в СК 1, 1, 1,j k j k j kX Y Z− − −  

предшествующего тела 1,j kB −  равны 
( )

1, , 1,
S T S j
j k j k j k− −=f β f , ( )

1, , 1, 1, , 1,
S T S j S
j k j k j k j j k j k− − − −= +m β m r f% . 

Вычисление сил и моментов, действующих на основание механической 
системы в центре первого шарнира k-й периферийной кинематической цепи, 
реализуется в ходе прямого и обратного рекуррентного процессов. В первом, 
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прямом по известным шарнирным ускорениям вычисляются суммарные 
векторы инерционных и активных сил и моментов, действующих на каждое 
тело. При этом используются векторы ,0

,
n
j kf  и ,0

,
n
j km , определенные при 

вычислении вектора kb  обобщенных сил. Для 1,4j =  

, , ,
ˆrel rel

j k j k j jp=v T& && , , , ,
ˆrel rel

j k j k j kp=ω R& && , 

, , 1, 1, , 1, ,( )l l l rel
j k j k j k j j k j k j k− − −= − +v β v r ω v% && & & , 

, , 1, ,
l l rel
j k j k j k j k−= +ω β ω ω& & , 

,0
, , , , , ,
IE l T l n
j k j k j k j k j k j km= − − +f v c ω f% && ,  

,0
, , , , , ,

IE l l n
j k j k j k j k j k j k= − − +m c v I ω m% && . (5.1) 

Во втором, обратном рекуррентном процессе вычисляются силы и 
моменты, действующие на все предшествующие тела и в итоге на основание 

механизма. Для 4,1j =  при 4,
S
k =f 0 , 4,

S
k =m 0  

, , , , , ,( )
1,

, , ,

ˆ ( ), 0,

, 1,

rel J R IE S J
j k j k j k j k j k j kS j

j k IE S J
j k j k j k

f r

r
−

− + + == 
+ =

T N f f
f

f f
 

, , ,( )
1,

, , , , , ,

, 0,

ˆ ( ) , 1,

IE S J
j k j k j kS j

j k rel J R IE S J
j k j k j k j k j k j k

r

m r
−

 + == 
− + + =

m m
m

R N m m
 

( )
1, , 1,

S T S j
j k j k j k− −=f β f , 

( )
1, , 1, 1, , 1,

S T S j S
j k j k j k j j k j k− − − −= +m β m r f% . (5.2) 

Суммарные сила и момент, действующие на основание платформы, 
выраженные в системе координат 0 0 0X Y Z  его основания, равны 

6

0 0,
1

S S
k

k=

=f f , 
6

0 0,
1

S S
k

k=

=m m . 

При моделировании стыковочного механизма они определяют движение 
активного космического аппарата наряду с силами и моментами его системы 
управления. 
 

6. Последовательность вычислений при моделировании. При 
моделировании динамики платформы Гью-Стьюарта в пределах одного шага 
интегрирования последовательно вычисляются: 

– относительные перемещения в шарнирах направляющих периферийных 
КЦ – решением уравнений контурных связей для координат; 

– коэффициенты уравнений связей для скоростей и скорости изменения 
шарнирных переменных в периферийных КЦ;  

– коэффициенты уравнений связей относительно ускорений, нелинейно 
зависящие от шарнирных координат и скоростей;  
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– внутренние активные силы и моменты, создаваемые устройствами 
демпфирования или приводами, связанными с шарнирами периферийных КЦ 
(по известным шарнирным координатам и скоростям);  

– обобщенные матрицы инерции и векторы обобщенных сил 
управляемого тела (с учетом активных внешних сил) и направляющих КЦ (с 
учетом внутренних активных сил и моментов); 

– обобщенная матрица инерции и вектор обобщенных сил 
редуцированных уравнений динамики параллельного механизма и 
независимые ускорения управляемого тела; 

– зависимые шарнирные ускорения в периферийных кинематических 
цепях – решением уравнений связей для ускорений;  

– силы и моменты действующие на основание механизма. 
Все используемые рекуррентные соотношения записаны в матричном 

виде для простых КЦ с произвольным составом шарниров. Они требуют 
большего объема вычислений, чем в модели, описанной в [15]. Для повышения 
вычислительной эффективности целесообразна их оптимизация с 
использованием системы символьных преобразований, ориентированной на 
выполнение матричных операций [23]. 
 

Заключение. Представленные алгоритмы расчета уравнений динамики 
платформы Гью-Стьюарта в ее наиболее общем виде могут служить основой 
для разработки математических моделей различных технических устройств, в 
частности существующих и перспективных стыковочных механизмов. Эти 
алгоритмы не содержат избыточных векторно-матричных операций. Возможна 
их дальнейшая оптимизация с использованием системы символьных 
преобразований.  
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