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Аннотация. Сравнивается энергопотребление классического оптимального управления 
(вариационный метод теории оптимального управления) с реверсионно конструированным 
оптимальным управлением (переносным ускорением) для поступательного движения 
объектов. Приводятся простые примеры управления движением с ненулевой начальной 
скоростью или с переходом из состояния покоя к заданной скорости, а также дана оценка 
энергии, затрачиваемой на такие типы движений (в сравнении с классическим управлением). 
Результаты исследования показали, что с увеличением степени используемого полинома для 
перемещения энергия, затрачиваемая на управление движением, уменьшается. 
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Abstract. The energy consumption of classical optimal control (the variational method of optimal 
control theory) is compared with that of a reversibly constructed optimal control (translational 
acceleration) for the translational motion of objects. Simple examples of motion control with a non-
zero initial velocity or with a transition from rest to a given velocity are given, and an estimate of the 
energy expended on these types of motions is provided (in comparison with classical control). The 
results of the study show that as the degree of the polynomial used for displacement increases, the 
energy expended on motion control decreases. 
 

Оптимальному управлению движением механических систем 
посвящены классические работы [1-7]. Вариационным методом 
Ж.Л. Лагранжем решена задача оптимального управления движением объекта 
с предварительно задаваемым квадратичным критерием оптимальности.  

Принцип наименьшего принуждения [8] сформулирован К.Ф. Гауссом в 
1829 г. В работе [9] А.П. Маркеевым приведены варианты формулировок и 
примеры применения принципа наименьшего принуждения; в истинном 
движении принуждение минимально. В оптимальном движении с разгоном и 
торможением не исключается наименьшее энергетическое принуждение для 
достижения цели движения.  
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В [10-18] обращено внимание на использование алгоритма решения 
полных обратных задач вариационного исчисления (названо – реверсионным) 
при конструировании оптимальных управлений типа «разгон-торможение»; 
показано, что при определенных условиях реализуется принцип наименьшего 
энергетического принуждения для достижения цели движения (из исходного 
покоя в конечное состояние покоя при заданном расстояния и времени 
движения). 

Цель исследования – сравнение результатов конструируемых 
оптимальных управлений движением объекта с известным простым 
классическим управлением (задача Лагранжа), полученным с использованием 
вариационного исчисления для прямой задачи – минимизации задаваемого 
квадратичного критерия оптимальности. 

Использование реверсионного метода конструирования управлений при 
перемещении из исходного в конечное состояние покоя привело к появлению 
новых типов управлений, которым соответствуют восстановленные 
функционалы-критерии [11]. 

При решении полной обратной задачи вариационного исчисления (от 
функции – к функционалу) в случае управлений (переносных ускорений) в 
виде полиномов появились универсальные аналитические зависимости [12], в 
которых использованы нечетные степени полинома; в случае степени 
полинома ускорения n = 1 следует известная задача Лагранжа.  

Для произвольного значения степени конструируемого полинома [3] 
получены универсальные зависимости: 
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где L – общее перемещение объекта за время T; S – перемещение; V – скорость; 
U –ускорение (управление); t – время; n −  нечетная степень полинома. 

Дальше будут использованы полиномы со степенью n = 1 (классический 
случай) и n = 3 – новый тип конструируемого управления.  

Пример 1. Управление разгоном. Случай n = 1. 
Краевые условия (перемещение и скорость в начальный и конечный 

моменты времени):  

( )0 0;S =  ( )0 0;S =&  ( ) ;S T L=  ( ) 0.S T V=&  (2)  

Задан полином перемещения и его производные: 
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Принято: L = 1 м, T = 1 с. Решая систему алгебраических уравнений (2), 
получим: 

3 2;С =  4 1С = − . (4) 
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С учетом (2) следует 

( ) 2 32 ;S t t t= −  ( ) 24 3 ;V t t t= −  ( ) 4 6 .U t t= −  (5) 

Графики функций графики перемещения, скорости и ускорения (S(t), 
V(t), U(t)) изображены на рисунке 1. За время T = 1 с цель достигается – 
объект на участке 0 < S(t) <L разгоняется до скорости V(T) = 1 м/с. 
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Рис. 1. Управление разгоном, n = 1, графики S(t), V(t), U(t)  
 

Для вычисления общей энергии управления (переносного ускорения) с 
использованием функции fsolve(U,t) найдено время переключения из разгона 
на торможение T1 = 0,6666 с. В этом случае общая энергия, затрачиваемая на 
разгон-торможение объекта, 
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Пример 2. Неклассический случай (n = 3) 
Полином перемещения 
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К краевым условиям добавляются дополнительные – условия экономии 
энергии (отсечение избыточной – равенства нулю ускорения и его 
производной в момент времен t = T/2): 

( )/ 2 0;U T =  ( )/ 2 0.
dU

T
dt

=  (7) 

Отметим, что критерием оптимальности является функционал 
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При прежних численных исходных данных (L = 1 м, T = 1 с, V = 1 м/с) из 
решения системы уравнений (2, 7) получены коэффициенты полинома: 

3 4;С =  4 7;C = −  5 6;C =  6 2.C = −  (8) 

Движение описывается зависимостями: 
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Графики функций (9) изображены на рисунке 2. Цель движения 
достигается. 
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Рис. 2. Управление разгоном, n = 3, графики S(t), V(t), U(t) 

 

При найденных фиксированных моментов времени переключения 
ускорения (согласно функции fsolve(U,t) T1 = 0,5 с, T2 = 0,8 с) следует общая 
энергия для достижения цели движения  
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Пример 3. Влияние алгоритма конструирования на энергоемкость 

движения (n = 3). 
Разгон. Все исходные данные приняты из Примера 2, но для 

коэффициентов C5, C6 используется в данном случае функционал – критерий 
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Графики S(t), V(t), U(t) изображены на рисунке 3. 
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Рис. 3. Управление разгоном, n = 3, графики S(t), V(t), U(t) 
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При затрате энергии *
3А  цель движения достигается. 

1
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где T1 = 0,6367 c. 
 

Пример 4. (n = 1). Торможение. При V0 = 1 м/с, L = 1 м, T = 1 с, 
T1 = 0,3333 с. Графики изображены на рисунке 4. 
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Рис. 4. Управление торможением, n = 1, классический пример, графики S(t), V(t), U(t) 
 

Затраченная общая энергия:  
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Пример 5. (n = 3). Торможение. 
Краевые условия и условия экономии энергии 
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Для исходных данных V0 = 1 м/с, L = 1 м, T = 1 с получено: 
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Графики, отражающие движение, изображены на рисунке 5. 
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Рис. 5. Управление торможением, n = 3, графики S(t), V(t), U(t) 

 
С учетом переключений управления (с переносного ускорения) общая 
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Полная обратная задача вариационного исчисления предполагает 
реализацию этапов – решение обратной задачи классической механики 
(нахождение причин (сил), вызывающих движение) и восстановление 
соответствующих функционалов-критериев. Реверсионный принцип 
оптимальности в аналитической механике управляемого движения означает, 
что согласно алгоритму решения полной обратной задачи (от исходной 
непрерывной дифференцируемой функции через ее уравнение Эйлера 
восстановление критерия-функционала) реализуется экстремальное свойство 
движения. Снижение энергии основано на исключении в переносном 
ускорении избыточной как на участке разгона, так и при торможении.  

Существенное упрощение практической реализации таких управлений 
возможно при их замене эквивалентными по энергоемкости. 
 

Заключение 
1. В ряде исследований оптимальных переносных ускорений объектов 

найдены такие возможные ускорения, для которых при движении из 
исходного в конечное состояние покоя с заданным временем движения и 
расстоянием достигается экономия энергии (по сравнению с результатом 
решения известной задачи Лагранжа).  

2. На ряде простых примеров показано, что при движении с известной 
начальной скоростью либо из состояния покоя с достижением заданной 
скорости за заданное время и расстояние не исключает достижение цели 
движения с экономией энергии (в сравнении с классическим управлением).  
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