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Аннотация. Применено оптимальное управление движением сосредоточенной массы 
(материальной точки) вдоль стержня, который вращается вокруг неподвижной оси. 
Дифференциальные уравнения движения записаны в полярной системе координат. Задаются 
разные законы поступательного и вращательного движения (в виде перемещения, скорости и 
ускорения), по которым находится движущая сила и вращающий момент. Сопоставляются 
результаты по энергетическим затратам, полученные при использовании классического 
управления и реверсионно конструируемого. Показано преимущество использованного 
нового типа управления. 
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Abstract. Optimal control of the motion of a concentrated mass (material point) along a rod rotating 
around a fixed axis is applied. The differential equations of motion are written in a polar coordinate 
system. Different laws of translational and rotational motion are specified in the form of 
displacement, speed and acceleration, by which the driving force and torque are found. The results 
on energy costs obtained using classical control and reversibly constructed control are compared. 
The advantage of the new type of control is shown. 
 

Введение 
Необходимо прежде всего отметить, что в классической работе [1] 

заложены основы моделирования оптимально управляемого движения систем.  
Монография [2] посвящена решению не полных обратных задач 

оптимального управления, в которых, однако, не уделено внимание 
восстановлению функционалов по дифференциальным уравнениям движения. 

В [3] проведено решение задачи оптимального перемещения упругого 
объекта по прямой с использованием манипулятора, работающего в полярной 
системе координат. Перемещение, скорость и ускорение при движении 
сосредоточенной массы найдены реверссионно, показано, что такое движение 
оптимально в смысле существования минимума неклассического 
функционала-критерия оптимальности. 
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В [4] оценена энергоемкость управляемого поступательного движения 
упругого объекта при конструировании управления типа разгон-торможение и 
дано сравнение энергозатрат с известными классическими управлениями. Для 
практической реализации такого управления необходимо реализовать 
функцию, которая появляется скачкообразно в начальный момент времени 
(разгон) и с обратным знаком в момент окончания движения. 

Применение алгоритма решения полной обратной задачи вариационного 
исчисления (названо реверсионным исчислением) в случаях поиска 
оптимальных управления движением объектов дано в работе [5]. 
Дальнейшему обоснованию и развитию реверсинного принципа 
оптимальности посвящена монография [6], в которой на ряде примеров 
обращено особое внимание на необходимые и достаточные условия 
экстремума восстановленных функционалов-критериев.  

Движение материальной точки в полярной системе координат 
изображено на рисунке 1. 

 
Рис. 1. Управляемое движение материальной точки в полярной системе координат 

( ( ), ( )t s tϕ  – полярные координаты) 
 

При поступательном движении с управлением типа разгон-торможение 
по прямой, как известно:  
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где L – общее перемещение за время T. 
Для движения сосредоточенной массы по радиусу дифференциальное 

уравнение (без учета сопротивления) принято в виде: 
2

2
2

( )r

d S
m mS F t

dt
= ω + , (2) 

где S – расстояние (полярная координата); m – масса; ω – угловая скорость 
вращения стержня. 

Из (2) управляющее воздействие вдоль стержня (в радиальном 
направлении) 
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где m – сосредоточенная масса; ω – угловая скорость оптимального вращения 
невесомого стержня. 

Во вращательном оптимальном движении кинематические параметры 
записаны по аналогии с (1): 
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Дифференциальное уравнение вращения стержня с координатой ( )S t  
сосредоточенной массы 
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где Jc – физический момент инерции стержня (дальше принято Jc = 0); 
Mφ – движущий вращающий момент. 

В уравнении (5) учтен момент от силы инерции Кориолиса. Из (5) для 
движущего момента следует: 

( )
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где Jc – физический момент инерции стержня, по которому движется 
сосредоточенная масса. 

Численный пример. Исходные данные: m = 1 кг; T = 1 с; L = 1 м; 

* / 2ϕ = π . 

Для движения вдоль стержня графики ( )S t , ( )V t , ( )U t  при 
классическом управлении (задача Лагранжа) изображены на рисунке 2. 

 

 

 
Рис. 2. Ускорение, скорость, перемещение при классическом разгоне-торможении 

 
График управляющего воздействия (вдоль стержня) приведен на 

рисунке 3. 
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Рис. 3. График управляющего воздействия при классическом управлении  

 
С учетом характера управляющего воздействия затрачиваемая энергия 

на движение вдоль стрежня и при его повороте вычисляется следующим 
образом:  
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В случае использования реверсионно конструируемого управления для 
движения вдоль стержня следует: 
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Для вращения по аналогии с предыдущим результатом: 
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При прежних исходных данных график ( )rF t  изображен на рисунке 4.  

 
Рис. 4. График ( )rF t – усилие, реализующее движение вдоль стержня  

 

 
Рис. 5. График углового ускорения при реверсионном управлении 
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Рис. 6. График вращательного момента при реверсионном управления 

 
Движущий (вращающий) момент, согласно уравнению (5), находится по 

(6). 
Графики ( )tϕ , ( )tω , ( )tε  по своему характеру не отличаются от 

графиков, приведенных на рисунке (2). График ( )tε  приведен на рисунке 5, 

график ( )M tϕ  изображен на рисунке 6. 

Вычисление затраченной энергии выполнено при поступательном и 
вращательном движениях. Соответственно энергия перемещения массы m 
вдоль стержня 1,485rA = Дж, энергия вращения 1,8505Aϕ = Дж. Очевидна 

экономия энергозатрат. 
Найдено решение простой задачи совмещенного управляемого 

движения при вращении стержня с движением сосредоточенной массы вдоль 
стержня (руки манипулятора). 
 

Заключение 
Принципиальным результатом является подтверждение экономии 

энергии при совмещенном оптимальном движении материальной точки (в 
полярной системе координат). Получены такие управляющие воздействия, 
которые отражают свойство минимального энергетического принуждения для 
достижения цели движения – из исходного состояния покоя в конечное 
состояние покоя. 
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