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Аннотация. Кратко отражена диалектическая связь принципов Гамильтона и Понтрягина, 
показан вывод канонических уравнений Гамильтона с использованием уравнений Лагранжа 
второго рода для консервативной системы, отражено появление сопряженных уравнений при 
синтезе оптимальных управлений. На элементарном примере задачи о максимальном 
быстродействии оценена энергоемкость управления с возможностью ее сравнения с другими 
типами управления, полученными, например, в результате реверсионного конструирования. 
Кратко освещена идея конструирования управлений, позволяющих экономить энергию при 
достижении цели движения. 
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Abstract. The dialectical connection of the Hamilton and Pontryagin principles is briefly reflected, 
the derivation of the canonical Hamilton equations using the Lagrange equation of the second kind 
for a conservative system, the emergence of adjoint equations under optimal control are shown. 
Using an elementary example of the problem of maximum speed, the energy intensity of control is 
estimated and compared with other types of control, obtained as a result of reversal construction. 
The idea of designing controls that allow saving energy when achieving the goal of movement is 
briefly covered. 
 

Введение 
Мотивом к постановке задачи, стимулирующим приоритетом может 

быть прежде всего цель управления, которая затем предполагает 
оптимизацию средств ее достижения – при этом впереди шествует фантазия 
моделирования. Если даже выбор критерия оптимальности вызывает 
определенные трудности, то это не должно останавливать поиск решения 
задач о достижении необходимой цели различными средствами.  

Безусловно, что для успешного моделирования оптимальных движений 
необходимо знание предыстории появления эффективных методов синтеза 
управлений, их связи с родственными научными дисциплинами. 
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Методам теории оптимального управления движением объектов 
посвящены труды [1-4] и другие. Весьма стимулирующим мотивом к 
применению методов является их глубокая физико-математическая сущность, 
строгость обоснования основных идей и положений. Не случайно, например, 
изложение принципа максимума Л.С. Понтрягина часто начинается с 
утверждения, что существование ненулевого решения системы сопряженных 
уравнений соответствует достижению максимума Гамильтониана. Поэтому 
принцип максимума является естественным продолжением аналитической 
механики [5-7] и отражает известный прогресс в моделировании оптимально 
управляемого движения объектов техники.  

Цель исследований – показать взаимосвязь принципов Гамильтона и 
Понтрягина, получить канонические уравнения Гамильтона с использованием 
уравнения Лагранжа второго рода для консервативной системы, привести 
примеры конструирования управлений, позволяющих экономить энергию при 
достижении цели движения. 

 

1. История появления принципа максимума Л.С. Понтрягина 
Уравнения в форме Коши в векторном виде позволяют их записать 

лаконично 
,q f=&  (1) 

где 
dq

q
dt

=&  – обобщенная скорость, ( ), ,f f x u t=  – правые части уравнений 

(x – физические координаты, u – управление, t – время). 
В случае консервативной системы уравнения Лагранжа второго рода 

(здесь без индексов) 
d T T П

dt q q q

∂ ∂ ∂− = −
∂ ∂ ∂&

, (2) 

где Т – кинетическая энергия, П – потенциальная энергия. 
При использовании функции Лагранжа L T П= −  или T L П= +  

уравнения (2) преобразуются к виду: 

0.
d L L

dt q q

∂ ∂− =
∂ ∂&

 (3) 

С вводом новой канонически сопряженной вспомогательной функции 
L

q

∂ =
∂ &

ψ  для (3) следует: 

0
L

dt q

ψ∂ ∂− =
∂

 или 
L

q
ψ ∂=

∂
& .  (4) 

Из функций Гамильтона Н Т П= +  и Лагранжа L T П= −  получена 
зависимость: 

2 .L Н T+ =  (5) 
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Производная от (5) по обобщенной координате (с учетом 
(2 )

0
Т

q

∂ =
∂

) 

равна 

0
L H

dq q

∂ ∂+ =
∂

 или .
H L

q dq

∂ ∂= −
∂

 (6) 

Примечание. В классической механике при получении канонических 
уравнений Гамильтона используется выражение для функции Н  в 
канонических переменных [7]. Известные преобразования для консервативной 
системы здесь опускаются [6-8]. 

 

Дальше осуществляется непосредственный переход к принципу 
максимума Л.С. Понтрягина. 

С учетом (4) и (6) запишем 
Н

q
ψ ∂= −

∂
& . (8) 

Функция Гамильтона (кинетический потенциал) в управляемом 
движении, как известно, кратко может быть представлена так: 

.Н qψ= &    (9) 
С учетом (1) уравнение (9) переписывается следующим образом: 

Н fψ=   (10) 
Теперь уравнение (10) с учетом (8) принимает следующий известный 

вид:  

.
f

q
ψ ψ ∂= −

∂
&  (11) 

Далее на основании (9) и (11) уравнения Гамильтона  
Н

q
ψ ∂=

∂
& , .

Н
q

ψ
∂=
∂

&  (12) 

В ряде публикаций при изложении принципа максимума 
Л.С. Понтрягина, прежде всего, обращено внимание на уравнения (11) c 
представлением в векторном либо скалярном виде. 

Например, также указано, что функция H является мощностью, а 
функции ψ  – импульсами. 

В публикации Р.В. Гамкрелидзе [2] по поводу появления принципа 
максимума сказано: «Простые соображения двойственности привели к 
рассмотрению следующего сопряженного уравнения относительно 
«вспомогательной» переменной» ковектора ψ : 

( , ).
d f

x u
dt x

ψ ψ ∂= −
∂

 (13) 

Необходимым условием оптимальности управляемого движения 
является: 
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0.
Н

u

∂ =
∂

  (14) 

Пример. За кратчайшее время переместить объект на заданное 
расстояние из исходного покоя в новое состояние покоя ( (0) 0,x =  

(0) 0,x =& ( ) ,x T L= ( ) 0x T =& ) при ограничении на управление 1 ( ) 1U t− ≤ ≤ . 
Найти: время T  управляемого движения. Уравнения в форме Коши 

1 2x x=& , 2 .x U=&   (15) 

В этом случае Гамильтониан и сопряженные уравнения 

1 2 2H x uψ ψ= + , 1
1

0
H

x
ψ ∂= − =

∂
& ; 2 1

2

.
H

x
ψ ψ∂= − = −

∂
&  (16) 

Решение 

1 1Dψ = ; 2 1 .D D fψ = −   (17) 

Из (17) следует, что управление имеет одно переключение, т.е. его 
можно записать (рис. 1) так: 2( ) 1sin ( )U t tψ= . 

 
Рис. 1. Управление с одним переключением 

 
На первом участке движения 

1.x U= =&&  (18) 

Теперь при ,x t=&  
2

,
2

t
x =  а при 1 2

T
t t= =  получим 

2

2 8

L T= ; 2cT =  

(рис. 2). 

 
Рис. 2. Управление ( )x t&& , скорость ( )x t&  и перемещение ( )x t  при Т = 2 с 

 
2. О конструировании управлений 
В классической механике обратная задача (первая задача динамики) при 

задании уравнений движения предполагает нахождение сил (причин) и, в 
конечном счете, не исключает восстановление функционала-критерия, 
отражающего экстремальное свойство истинного движения. 
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В случае задания расстояния и времени движения релейное управление 
является более энергоемким по сравнению с классическим управлением, 
полученным вариационным методом теории оптимального управления (с 
заданным квадратичным критерием оптимальности и краевыми условиями, 
задача Лагранжа [14-21]). 

При конструировании оптимальных управлений типа разгон-
торможение аналитические зависимости для ускорения и скорости 
переносного поступательного движения ранее были найдены в виде [20-21]: 

( ) ( )
( )

1

2

22 2
2 4 , 1 ,

1

n n

n n

L nL T t T t
U n V

T T T n T

+ +− −   = + = −     +    
 

где L – общее перемещение, T – задаваемое общее время переносного 
движения, п – степень полинома (нечетная). Если в случае классического 
управления (n = 1) затрачиваемая на реализацию движения энергия (при 
m = 1 кг): 

2 2

1 1 1 2
0

2,25
2 ,

T
L

E U V dt
T

= =∫  

то для конструируемого управления при п = 3 энергия 
2

3 2

1,5625
.

L
E

T
=

  
Увеличение степени полинома приводит к возрастанию удаления 

избыточной энергии для достижения цели оптимального переносного 
движения. Конструирование управления позволяет выявить новые критерии 
оптимальности, с помощью которых можно решать прямые задачи 
минимизации.

 Реверсионное конструирование, то есть решение полной обратной 
задачи вариационного исчисления, предполагает путь преобразования от 
исходной аналитической функции ускорения или перемещения (с учетом 
краевых и дополнительных условий) к уравнению Эйлера, и в конечном счете 
к функционалу-критерию, но без предварительного задания критерия 
оптимальности, что приводило не только к естественному достижению 
поставленной цели движения, но и к существенной экономии энергии для ее 
достижения [14-21]. 

 

Заключение 
1. В статье сосредоточено внимание на сущности принципа максимума, 

его естественной связи с классической механикой. Алгоритм применения 
принципа максимума иллюстрируется на простом примере. 

2. Канонические уравнения аналитической механики в соответствии с 
принципом Гамильтона–Остроградского отражают действительное движение 
механической системы и обусловлены существованием естественных 
управляющих воздействий. В этом случае вводимые сопряжённые функции 
непосредственно отражают действительный характер движения.  
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3. Как показано в ряде исследований, использование алгоритма решения 
полной обратной задачи вариационного исчисления (реверсионного 
исчисления) в задачах типа разгон-торможение позволяет получить менее 
энергоемкие управления по сравнению с известными результатами решения 
задач классическими вариационными методами теории оптимального 
управления. 
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