
 

 23 

https://doi.org/10.26160/2474-5901-2025-47-23-32 
 

МОДЕЛЬ МНОГОЗВЕННОГО МАНИПУЛЯТОРА С УПРУГИМИ 
ЗВЕНЬЯМИ И УПРУГИМИ СОЕДИНИТЕЛЬНЫМИ ШАРНИРАМИ 

 
Гукасян А.А. 

Институт механики НАН Республики Армения, Ереван, Республика Армения 
 
Ключевые слова: многозвенный упругий манипулятор, упругие звенья, упругие 
соединительные шарниры, кинематика манипулятора, асимптотический метод. 
Аннотация. Исследуется кинематика пространственного движения многозвенного 
манипулятора, звенья которого или часть из них моделируются как упругие тела или 
одномерные упругие стержни, а соединительные шарниры между звеньями содержат упругие 
элементы большой жесткости. В рамках линейной теории упругости с применением 
асимптотических методов кинематические величины движения манипулятора представлены в 
виде суммы трех слагаемых, которые необходимо учитывать при моделировании движений 
упругих манипуляционных систем. Методы исследования позволяют представить кинематику 
движения упругого манипулятора в рамках абсолютно жесткой модели путем введения 
дополнительных величин, обусловленных упругостью конструктивных элементов.  
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Abstract. The paper studies the kinematics of spatial motion of a multi-link manipulator, the links of 
which, or some of them, are modeled as elastic bodies or one-dimensional elastic rods, and the 
connecting hinges between the links contain elastic elements of high rigidity. Within the framework 
of the linear theory of elasticity using asymptotic methods, the kinematic quantities of the 
manipulator motion are presented as a sum of three terms that must be taken into account when 
modeling the motion of elastic manipulation systems. The research methods allow us to represent the 
kinematics of the elastic manipulator motion within the framework of an absolutely rigid model by 
introducing additional quantities due to the elasticity of the structural elements. 
 

Введение. Экспериментальные исследования показывают, что упругая 
податливость конструкции манипулятора обусловлена различными факторами, 
которые можно разделить на две группы: упругая податливость 
соединительных узлов и упругая податливость звеньев [1-10]. Обеспечение 
высокой точности позиционирования и достаточного быстродействия упругих 
роботов возможно только за счет специальных режимов управления, 
осуществляющих гашение упругих колебаний в процессе движения 
манипулятора. Требование к работоспособности многозвенных манипуляторов 
обусловливает актуальность научных исследований по кинематике, динамике и 
управлению движением с упругими конструктивными элементами с 
применением теории упругости, асимптотических методов и методов 
управления системами с распределенными параметрами [11-17]. 
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1. Обобщенные координаты, определяющие конфигурацию 
упругого манипулятора. Конфигурацию манипулятора (рис. 1) с абсолютно 
жесткими звеньями и с идеальными соединительными узлами в системе 
координат OXYZ определим обобщенными координатами 

( 1,2,..., ; )i Ni n nα = ≥ , которые представляют собой совокупность углов 

относительных поворотов и линейных относительных перемещений звеньев, а 
также декартовые координаты основания (N – количество звеньев 
манипулятора). Через компоненты вектора 

1 2( , , , ) , ( )T
k k nβ β β= ≤β K . (1.1) 

обозначим дополнительные обобщенные координаты исходной системы, 
обусловленные упругими элементами в соединительных узлах. 

Обобщенные координаты, описывающие деформацию упругих звеньев 
манипулятора (смещение точек соответствующего звена относительно его 
недеформированного состояния), являются компонентами вектора 

( )1 2( , ) ( , ), ( , ), , ( , )
T

t w t w t w tξ ξ ξ ξΛ=w K , (1.2) 

где ξ  – произвольная точка упругого звена [0, ]ilξ ∈ , ( 1,2,..., )il i N=  линейные 

размеры звеньев (рис. 2). 
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Рис. 1. Упругий манипулятор 
Рис. 2. Упругий соединительный шарнир 

и упругое звено 
 

Положение инерционных элементов манипулятора в пространстве 
характеризуем m координатами 

1 2( , , , )Tmq q q=q K . (1.3) 

Кинематику манипулятора с упругими звеньями и с упругими 
соединительными узлами между звеньями в общем случае можно исследовать 
на основе соотношения 

)( wβ,α,fq = , (1.4) 
где ),,( wβαf  – заданная m-мерная вектор-функция от вектора аргументов, 
структура которой зависит от выбора обобщенных координат жесткой и 
упругой модели манипулятора (1.1), (1.2). 

Будем предполагать, что матрицами частных производных от (1.4) 
являются 
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1( ) min( , )rang m n=Φ α,β,w , 2( ) min( , )rang m k=Φ α,β,w , 
3( ) min( , )rang m= ΛΦ α,β, w . 

Для дальнейшего исследования основной задачи кинематики упругих 
манипуляторов, то есть определения в каждый момент времени положения, 
скоростей и ускорений движений инерционных элементов и схвата, или 
произвольной точки относительно инерциальной или связанной с 
произвольным звеном системы отсчета через обобщенные координаты wβ,α, , 

скорости wβα &
&

& ,,  и ускорения wβα &&
&&

&& ,, , предполагаем, что обобщенные 

координаты iβ  малы, а жесткость iC  соединительных узлов велика, то есть  

~iβ ε , 1~iC ε −  ( 1,2, , )i k= K , 1<<ε , (1.6) 

а компоненты вектора ),( ξtw  в рамках линейной теории упругости малы по 
сравнению с линейными размерами упругого звена и удовлетворяют 
соотношениям [11, 12] 

( , ) ~iw t ξ ε , ( , ) ~iw t ξ ε′ , ( , ) ~iw t ξ ε& , ( 1,2, , )i = ΛK , (1.7) 

здесь частные производные функции ( , )iw t ξ  по ξ  обозначены штрихом, а по 

t – точкой. Заметим, что в пределе при 0→ε  соединительные узлы 
становятся идеальными, а упругие звенья – абсолютно твердыми телами. 

В рамках предположений (1.6), (1.7) для исследования кинематики 
упругого манипулятора применим асимптотические методы малого параметра 
[8, 9, 11, 16]. 

Формула Тейлора для функции (1.4) относительно β и w с точностью ε, 
является 

( ) ( )2

1 1

( ) ( )k

i j
i ji j

w O
w

β ε
β

Λ

= =

∂ ∂= + + +
∂ ∂∑ ∑

f α,0,0 f α,0,0
q f α,0,0 , (1.8) 

введя следующие обозначения 

( ) ( )=f α f α,0,0 , ( )1*

1

( )
,

k

i
i i

β
β=

∂=
∂∑

f α,0,0
f α β , ( )2*

1

( )
, j

j j

w
w

Λ

=

∂=
∂∑

f α,0,0
f α w , (1.9) 

где имеют место условия 
1* ( ) 0≡f α,0 , 2* ( ) 0≡f α,0 . (1.10) 

Разложения (1.8) с учетом обозначения (1.9) представим в виде 
),()()( *2*1 wαfβα,fαfq ++= . (1.11) 

Из (1.11) можно предположить, что положение инерциальных элементов 
упругого манипулятора описывается в рамках жесткой модели путем 
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введения дополнительного вектора ),(*1 βαf , обусловленного упругостью 

соединительных узлов между звеньями и вектора 2* ( , ),f α w  обусловленного 
упругой податливостью звеньев манипулятора, порядок которых не 
превышает ε. 

Движение рассматриваемой модели манипулятора имеет колебательный 
характер относительно движения жесткой модели [1-6]. 

Формула (1.11) позволяет исследовать кинематику манипулятора, когда 
соединительные узлы между звеньями идеальные, а звенья абсолютно 
жесткие )0,0( ≡≡ wβ ,  

)(αfq = , (1.12) 
а также в случае упругих соединительных узлов между звеньями и абсолютно 
жесткими )0( ≡w  звеньями  

),()( *1 βαfαfq +=  (1.13) 
и когда упругими являются звенья манипулятора, а соединительные узлы – 
идеальными 

),()( *2 wαfαfq += . (1.14) 
Все эти частные математические модели манипулятора имеют место и 

широко исследуются в научной литературе. 
2. Обобщенная скорость движений упругого манипулятора. 

Вычислим производные по времени от функций (1.11), получим вектор 
скорости характерных точек манипулятора в виде 

1 2 3 4( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )= + + + +q F α α F α β α F α 0 β F α w α F α 0 w&
& & & & &  (2.1) 

или ),,,(),,,(),( 321 wwααvββααvααvv &&
&

&& ++= , (2.2) 

где ( ) ( )ααFααv && =,1 , ( )
,

, 1

( )
m n

i

j i j

f

α
=

 ∂ =  ∂  
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F α , ( )1

1

( )
1,2,...,

n
i

i j
j j

f
v i mα

α=

∂= =
∂∑

α
&  (2.3) 

определяет скорость движения манипулятора с абсолютно жесткими звеньями 
и идеальными соединительными шарнирами (узлами). 

Дополнительным вектором скорости, обусловленным упругостью 
соединительных шарниров является 

2 1 2( , , , ) ( , ) ( , )= +v α α β β F α β α F α 0 β& &
& & , (2.4) 

где ( )
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( 1,2,..., , 1,2,..., , 1,2,..., )i m j n l k= = = , 



 

 27 

( ) ( )

( )

2 1 2

2

1 1 1

( ) ( ) ( 1,2,..., ),

( ) ( )
1,2,..., .

i i i

n k k
i i

i l j l
j l lj l l

v i m

f f
v i mβ α β

α β β= = =

= + =

  ∂ ∂∂= + =  ∂ ∂   
∑ ∑ ∑

F α,β α F α,0 β

α,0 α,0

&
&

&
&

 (2.6) 

Для определения вектора скорости  
3 3 4( , , , ) ( , ) ( , )= +v α α w w F α w α F α 0 w& && & , (2.7) 

обусловленного упругостью звеньев, вычислим элементы матриц, 3( , )F α w  и 
4( , )F α 0 . 

Матрица 3( , )F α w  имеет размерность ( )m n×  с элементами 
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Матрица 4( ,0)F α  размерности ( )m× Λ  имеет следующую структуру 
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( 1,2, , , 1,2, , )i m j= = ΛK K . 
Следовательно, компонентами вектора скорости (2.7) являются  
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Итак, алгоритм вычисления скорости движения упругого манипулятора 
по формуле (2.1), в общем случае, сводится к необходимости 
дополнительного определения элементов матриц (2.5), (2.8), (2.9) и 
вычислению компонентов векторов (2.6) и (2.10). Вектор скорости движения 
упругого манипулятора имеет размерность m, компоненты которого 
определяются согласно (2.3), (2.6), (2.10)  
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Имея все компоненты вектора скорости упругого манипулятора, можно 
определить величину и направление скорости всех инерционных элементов и 
схвата. Из (2.6), (2.10), (2.11) следует, что векторы 2( , , , )v α α β β&& , ),,,(3 wwααv &&  

имеют порядок ε  и 2( , , , ) 0≡v α α 0 0& , 3( , , ) 0≡v α α 0,0& .  
3. Ускорение движений упругого манипулятора. Вычисляя 

производные по времени от функции (2.1), определим ускорение движений 
упругого манипулятора 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2

2 3 3 4 4

, , ,

, , , , , .

d d d

dt dt dt
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&
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&&
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 (3.1) 

По аналогии с (2.2) вектор ускорения (3.1) определим в виде суммы трех 
слагаемых 

* *1 *2 *3( ) ( , ) ( , )= + +w w α,α,α w α,α,α β,β,β w α,α,α w, w,w& &&
& && & && & && & && , (3.2) 

где ( ) ( ) ( )ααFααFαααw &&&&&& +=
dt

d
,,

1* . (3.3) 

соответствует ускорению движения абсолютно жесткой модели 
манипулятора, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )*2 1 1 2 2,
d d

dt dt
= + + +w α,α,α β,β,β F α,β α F α,β α F α,0 β F α,0 β& && & &&

& && & &&  (3.4) 

зависит от упругости соединительных узлов между звеньями, а вектор 
ускорения 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )*3 3 3 4 4,
d d
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обусловлен упругостью звеньев манипулятора. 
Дополнительные слагаемые в (3.4) и (3.5) тождественно равны нулю, 

когда соединительные шарниры между звеньями идеальные, а звенья 
абсолютно жесткие, то есть 

( )*2 , 0≡w α,α,α 0,0,0& && , ( )*3 , 0≡w α,α,α 0,0,0& && . (3.6) 

Для определения вектора ускорения по формуле (3.1), необходимо 
дополнительно определить элементы матриц  
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согласно (2.3), (2.5), (2.8) и (2.9). 
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( )( ) ( ) ( ) ( )
2

*1

1 1

, , 1,2,...,
n n

i i
j l ji

j lj j l

f f
i mα α α

α α α= =

  ∂ ∂
= + =   ∂ ∂ ∂   
∑ ∑

α α
w α α α& && && & & . (3.7) 
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Элементами матрицы ( ) ( ){ } ,
1 1

, 1

m n

il
i l

d
F

dt =
=F α,β α,β,α,β&&  являются 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2
1

1 1

2 2

1 1 1 1

n k
i i

il j p
j pl j l p

n k k k
i i

p j p
j p pl j p l p

f f
F

f f
ϑ

ϑ ϑ

α β
α α α β

β α β β
α α β α β β

∗ ∗

= =

= = = =

∂ ∂
= + =

∂ ∂ ∂ ∂

   ∂ ∂∂ ∂= +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

α,β α,β
α,β,α,β

α,0 α,0

& &
& &

&
&

 (3.8) 

и ( ) ( )1 0, 1,2,..., ; 1,2,...,ilF i m l n≡ = =α,0,α,0& . 

Матрица 
( )d

dt

2F α,0
 имеет следующие элементы 

( ) ( ){ } ,2

, 1
,

m k

il i l

d
F

dt =
=

2F α,0
α α& , 

( ) ( ) ( )
2

2

1

1,2,..., ; 1,2,...,
n

i
il j

j l j

f
i m l kα

β α=

∂
= = =

∂ ∂∑
α,0

F α,α& & . (3.9) 

После вычисления элементов матриц ( ) ( )1 2, , ,0
d d

dt dt
F α β F α  (3.8), (3.9), 

можно по (3.4) определить компоненты вектора ускорений ( )*2 ,w α,α,α β,β,β& &&
& &&  

( )( ) ( ) ( )2 2
*2

1 1 1 1 1

,
n n k k k

i i
p j p l

i
l j p pl j p l p

f f
ϑ

ϑ ϑ

β α β β α
α α β α β β= = = = =

    ∂ ∂∂ ∂ = + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂        
∑ ∑ ∑ ∑ ∑

α, 0 α,0
w α,α,α β,β,β& && &

& && & &

( )
1 1

n k
i

l j
j lj l

f
β α

α β= =

 ∂ ∂+   ∂   
∑ ∑

α, 0
&& +

( )2

1 1

k n
i

j l
l j l j

f
α β

β α= =

 ∂
+ ∂ ∂  

∑ ∑
α, 0

&
&

( )
1

k
i

l
l l

f
β

β=

∂
∂∑
α,0

&&  

( )1,2,...,i m= . (3.10) 

Матрица ( )3 ,
d

dt
F α w  с размерностью ( )m n×  будет 

( ) ( ){ } ,3 3

, 1
, , , ,

m n

ij i j

d
F

dt =
=F α w α α w w& & . (3.11) 

Согласно (2.8), элементы ( )wwαα && ,,,3
ijF  определяются следующим 

образом 

( )
2*

3

1

( , ) ( ,0,0)
, , , i i

ij l
lj j l

f fd d
F w

dt dt wα α

Λ

=

   ∂ ∂∂= = =    ∂ ∂ ∂    
∑

α w α
α α w w& &  

2 2

1 1 1 1

( ,0,0) ( ,0,0)n
i i

l l p
l p lj l p j l

f f
w w w

w w wϑ
ϑ ϑ

α
α α α

Λ Λ Λ

= = = =

   ∂ ∂∂ ∂= +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
∑ ∑ ∑ ∑

α α
& &  (3.12) 

3( ( , ,0,0) 0; 1,2, , ; 1,2, , )ijF i m j n≡ = =α α& K K . 

Компоненты вектора ( )3d

dt
F α,w α&  определяются согласно (3.12) 
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( ) ( )3 3

1

n

ij j
ji

d
F

dt
α

=

  = = 
 

∑F α,w α α,α,w, w& & &&  

2 2

1 1 1 1 1

( ,0,0) ( ,0,0)n n
i i

l l p j
j l p lj l p j l

f f
w w w

w w wϑ
ϑ ϑ

α α
α α α

Λ Λ Λ

= = = = =

    ∂ ∂∂ ∂= +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
∑ ∑ ∑ ∑ ∑

α α
& && . (3.13) 

Элементами последней матрицы ( )4 ,
d

F
dt

α 0  размерностью ( )m× Λ  

являются 

( ) ( ){ } ,4 4

, 1
, ,

m

ij i j

d
F

dt

Λ

=
=F α 0 α α& , ( )

2
4

1

( ,0,0)
,

n
i

ij l
l l j

f
F

w
α

α=

∂=
∂ ∂∑

α
α α& & . (3.14) 

Компоненты вектора ( )4d

dt
F α,0 w&  имеют вид 

( ) ( )
2

4 4

1 1 1

( ,0,0)
,

n
i

ij j l j
j j li l j

fd
F w w

dt w
α

α

Λ Λ

= = =

 ∂  = =     ∂ ∂   
∑ ∑ ∑

α
F α,0 w α α& && & & , ( )1,2,...,i m= . (3.15) 

Векторы 3( )F α,w α&&  и 4( )F α,0 w&&  из (3.5) определяются аналогично (2.8) и 
(2.9), соответственно 

( )( )3

1 1

( ,0,0)n
i

l ji
j lj l

f
w

w
α

α

Λ

= =

  ∂∂=   ∂ ∂   
∑ ∑

α
F α,w α&& && , ( )1,2,...,i m= , (3.16) 

( )( )4

1 1 1

( ,0,0) ( )i i
l j ji

j l jj l j

f f
w w w

w w w

Λ Λ Λ

= = =

    ∂ ∂∂= =      ∂ ∂ ∂     
∑ ∑ ∑

α α,0,0
F α,0 w&& && &&

, ( )1,2,...,i m= . (3.17) 

Вектор ускорения *3 ( , )w α,α,α w, w,w& && & && , обусловлен упругостью звеньев 
манипулятора и имеет размерность m , компоненты которого определяются 
согласно формулам (3.13), (3.15)-(3.17). 

( )( )*3

1 1 1

2 2

1 1 1 1 1

( ,0,0) ( )
,

( ,0,0) ( ,0,0)

n
i i

l j ji
j l jj l j

n n
i i

l l p
j l p lj l p j l

f f
w w

w w

f f
w w w

w w wϑ
ϑ ϑ

α
α

α
α α α

Λ Λ

= = =

Λ Λ Λ

= = = = =

    ∂ ∂∂= + +     ∂ ∂ ∂     

    ∂ ∂∂ ∂+ +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

α α,0,0
w α,α,α w, w, w

α α

& && &&& && &&

& &

( )( ) ( )
2

*3

1 1

( ,0,0)
, ,0 0 0 0, 1,2,..., .

j

n
i

l j i
j l l j

f
w i m

w

α

α
α

Λ

= =

+

 ∂+ ≡ =  ∂ ∂ 
∑ ∑

α
w α,α,α , ,

&

& & &&&

 (3.18) 

Следовательно, компоненты вектора ускорений (3.2) упругого 
манипулятора являются суммой компонентов (3.7), (3.10), (3.18). Заметим, что 
векторы *2 ( , )w α,α,α β,β,β& &&

& &&  *3 ( , )w α,α,α w, w,w& && & &&  имеют порядок ε  и 
*2 ( ,0 0 0) 0≡w α,α,α , ,& && , *3 ( ,0 0 0) 0≡w α,α,α , ,& && . 

Заключение. В рамках линейной теории упругости с применением 
асимптотических методов исследуется кинематика пространственного 
движения многозвенного манипулятора, звенья которого или часть из них 
моделируются как упругие тела, а соединительные шарниры между звеньями 



 

 31 

содержат упругие элементы большой жесткости. Методы исследования 
позволяют представить кинематические величины движения упругого 
манипулятора в рамках абсолютно жесткой модели путем введения 
дополнительных величин, обусловленных упругостью конструктивных 
элементов. Для определения кинематических величин необходимо вычислить 
элементы ряда матриц и их производные по времени, сделать ряд вычислений, 
которые для современной вычислительной техники являются весьма 
простыми. Результаты исследования можно учитывать при моделировании 
движений гибких манипуляционных систем. 
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