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Аннотация. Представлен вывод уравнений, описывающих продольно-поперечные колебания 
предварительно изогнутого стержня, как уравнений Эйлера для функционала 
Остроградского-Гамильтона. На основе этих уравнений с помощью добавления слагаемых, 
учитывающих воздействие протекающей внутри полого стержня жидкости, получены 
уравнения продольно-поперечных колебаний трубопровода. Для системы нелинейных 
дифференциальных уравнений, описывающих колебания трубопровода с учетом 
предварительного изгиба, построен функционал Ляпунова, на основе которого получены 
достаточные условия динамической устойчивости трубопровода. 
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Abstract. The derivation of equations describing longitudinal-transverse oscillations of a pre-bent 
rod is presented, as Euler equations for the Ostrogradsky-Hamilton functional. Based on these 
equations, by adding terms that take into account the effect of the liquid flowing inside the hollow 
rod, equations of longitudinal-transverse oscillations of the pipeline are obtained. For a system of 
nonlinear differential equations describing oscillations of the pipeline taking into account the pre-
bending, a Lyapunov functional is constructed, on the basis of which sufficient conditions for the 
dynamic stability of the pipeline are obtained. 
 

Трубопровод, который транспортирует жидкости, выступает в качестве 
важнейшего компонента в различных инженерных системах. Эти 
трубопроводы имеют широкое применение в таких областях, как 
аэрокосмическая промышленность, машиностроение, гражданское 
строительство, морское дело, биология, ядерная энергетика, нефтяная 
энергетика и гидроэнергетика. Различные проблемы динамики и 
устойчивости, обычно возникающие в трубопроводных системах 
транспортировки жидкости, обусловлены действиями внутренней жидкости и 
внешней среды. В инженерии возникновение сложных явлений, таких как 
неустойчивость, значительная вибрация, часто приводит к пагубным 
последствиям, в том числе к структурным повреждениям, ухудшению 
точности и сокращению срока службы трубопровода. Изучению и описанию 
колебаний трубопроводов, распространения волн в трубопроводах, 
содержащих газожидкостную среду, устойчивости упругих тел, 
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взаимодействующих с потоком жидкости, посвящено большое количество 
теоретических и экспериментальных исследований, например, [1-13]. 

В данной статье исследуется устойчивость решений начально-краевых 
задач для нелинейных дифференциальных уравнений с частными 
производными, описывающих динамику трубопровода с учетом 
предварительного изгиба. При этом параметры, характеризующие 
механическую систему (как трубопровод, так и внешние связи) являются 
переменными и зависят от координаты x . Для исследования устойчивости 
используется аналитический метод, который основан на построении 
положительно определенных функционалов типа Ляпунова. 

Введем в рассмотрение функционал Остроградского-Гамильтона 

( )

]

2

1

2 2 2 2 2
0

0

2
2

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( , )

2

1
( ) ( ) 2 ( , ) 2 ( , ) 2 ( , , , ) .

2

t l

t t xt xx x

t

x x x x

I x w u J x w E x J x w P x t w

E x F x u w w v f x t w g x t u H u w x t dxdt

= µ + + − + −

 − + + + + + 
 

∫ ∫
 (1) 

В частных случаях функционал (1) представлен в [14, 15]. Уравнения 
Эйлера для функционала (1) имеют вид 
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Уравнения (2), (3) описывают продольно-поперечные колебания 
стержня, при этом ( , )u x t  и ( , )w x t  – продольная и поперечная деформации 
стержня. В формулах (1)-(3) ( ) ( ) ( )x x F xµ ρ= ⋅  – масса единицы длины 
стержня; ( )E x  – модуль упругости; ( )J x  – момент инерции поперечного 
сечения стержня относительно нейтральной оси сечения, перпендикулярной к 
плоскости колебаний; ( ) ( ) ( )D x E x J x=  – изгибная жесткость; 0( )J x  – момент 

инерции единицы длины стержня относительно нейтральной оси, 
перпендикулярной к плоскости колебаний; ( )xρ  – плотность материала 
стержня; ( )F x  – площадь поперечного сечения стержня; ( , )P x t  – продольная 
сила; ( , )g x t  – продольная распределенная нагрузка; ( , )f x t  – поперечная 
распределенная нагрузка; нелинейная относительно ,w u  функция ( , , , )H u w x t  
определяет действие внешних связей; ( )v x  – предварительный изгиб стержня; 
индексы x, t снизу обозначают частные производные по координате x и 
времени t. 

При составлении функционала Остроградского-Гамильтона (1) были 
учтены следующие выражения для кинетической и потенциальной энергии: 
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Уравнения продольно-поперечных колебаний трубопровода получим из 

(2), (3), добавляя слагаемые, учитывающие воздействие протекающей внутри 
трубопровода жидкости и внутреннее трение (демпфирование) в материале 
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внешнего воздействия 
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В формулах (4), (5) 0 *( ) ( )x m x mµ = +  ( 0( ) ( ) ( )m x x F xρ=  – погонная 

масса трубопровода; * * *m Fρ=  – погонная масса жидкости, *ρ  – плотность 

жидкости, *F  – площадь поперечного сечения, занятого жидкостью, *ρ  и *F  – 

постоянные); 2( )xγ , 2( )xα  – коэффициенты внутреннего трения 

(демпфирования) в материале трубопровода; 1( )xγ , 1( )xα  – коэффициенты 

демпфирования внешних связей; 0( )xγ , 0( )xα  – коэффициенты жесткости 

внешних связей; *H , *G  – нелинейные относительно u , u& , w , w&  
составляющие сил реакции и демпфирования внешних связей; функции f  , g, 
P зависят от x, t; функции E, F, J, J0 зависят от x; штрих сверху обозначает 
производную по координате x, точка сверху – производную по времени t. 

Введем в рассмотрение функционал Ляпунова 
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В силу уравнений (4), (5) получим 
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Имеют место следующие неравенства [16] 
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где ξ , η , θ , ζ , ψ  – некоторые постоянные. 
Предположим, что концы трубопровода закреплены жестко (тогда на 

концах 0w w′= = ) или шарнирно (тогда 0w w′′= = ). Предполагая также 
0f g= = , согласно (7), (9) получим 
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Пусть для всех x , t  будут выполнены условия 
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Из неравенства (12) при выполнении (для всех x , t ) условия 
2
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следует теорема: 
Теорема. Если выполнены условия (11), (13), то имеет место 

устойчивость по Ляпунову решений начально-краевых задач для функций 
( , )u x t , ( , )w x t  и их производных ( , )u x t& , ( , )w x t& , ( , )u x t′ , ( , )w x t′ , ( , )w x t′&  (по 

отношению к возмущениям нулевых начальных данных ( ,0)u x , ( ,0)w x , 
( ,0)u x& , ( ,0)w x& , ( ,0)u x′ , ( ,0)w x′ , ( ,0)w x′′ , ( ,0)w x′& ). 

Физический смысл этой теоремы состоит в том, что при выполнении 
условий (11), (13) невозмущенное состояние предварительно изогнутого 
стержня является динамически устойчивым.  

Используя неравенства (10), несложно получить оценки значений 
деформаций ( , )u x t  , ( , )w x t , выражающиеся через начальные данные ( ,0)u x , 

( ,0)w x , ( ,0)u x& , ( ,0)w x& , ( ,0)u x′ , ( ,0)w x′ , ( ,0)w x′′ , ( ,0)w x′&  [17]. 
Таким образом, в статье представлен вывод системы уравнений, 

описывающих продольно-поперечные колебания предварительно изогнутого 
стержня в случае переменных характеристик механической системы 
(трубопровода и внешних связей). На основе функционала Ляпунова, 
построенного для этой системы, получены условия динамической 
устойчивости трубопровода, налагающие ограничения на параметры 
механической системы (продольной силы, скорости и плотности жидкости, 
изгибной жесткости трубопровода, коэффициенты демпфирования). 
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