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Аннотация. При анализе алгоритма оптимального реверсионного конструирования 
управлений (переносных ускорений) с использованием отдаленной аналогии с принципом 
наименьшего принуждения К.Ф. Гаусса осуществлена попытка обосновать и сформулировать 
принцип наименьшего энергетического принуждения, подтверждающего существование 
тенденции к снижению энергоемкости конструируемых управлений. Принцип 
иллюстрируется при сравнении примеров с различным степенями полинома ускорения п = 1 
(классический случай) и п = 3. 
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Abstract. In the analysis of the algorithm of optimal reversive design of controls (transfer 
accelerations) using a farther analogy with the principle of least constraint of K.F. Gauss, an attempt 
was made to substantiate and formulate the principle of least energy constraint, confirming the 
existence of a tendency to reduce the energy intensity of reversal constructed controls. The principle 
of least energy constraint is illustrated by comparing examples with different degrees of the 
acceleration polynomial n = 1 (classical case) and n = 3. 
 

Метод наименьший квадратов (К.Ф. Гаусс, 1795) и принцип 
наименьшего принуждения (1829 г.) 

Метод наименьших квадратов предполагает собой удивительную 
аналогию (или совпадение) с принципом наименьшего принуждения. В 
действительном движении несвободной системы мера отклонения от 
свободного движения минимальна, т.е. сумма квадратов разности между 
ускорениями свободного и действительного движений минимальна [1]. Этот 
дифференциальный вариационный принцип механики К.Ф. Гаусс 
сформулировал в статье «Об одном общем законе механики» (1829 г.). 
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где ka  – ускорение действительного несвободного движения материальной 

точки массы mk; k

k

F

m
 – ускорение точки, если бы она была свободной. 

Принцип наименьшего принуждения позволяет отличать 
действительное движение от возможных, совместимых со связями.  

В работе А.П. Маркеева [2] приведены не только варианты различных 
формулировок принципа наименьшего принуждения, но и примеры решения 
задач механики с его применением. В этой работе дана также энергетическая 
трактовка принципа Гаусса. Утверждается, «что для него работа реакций 
связей на путях отклонения этого движения от свободного движения в 
каждый момент времени есть минимум, т.е. подразумевается экстремальное 
свойство реакций связей». Известны и другие трактовки принципа Гаусса. 
Как утверждает А.П. Маркеев, возможности применения принципа «раскрыты 
далеко не полностью».  
 

Конструируемые управления перемещением объектов 
Решению полных обратных задач вариационного исчисления (по 

исходной функции получение уравнения Эйлера и восстановление 
функционала-критерия) посвящены работы [3-6] и другие. На этом пути 
обоснован реверсионный принцип оптимальности (РПО), утверждающий, что 
конструируемой аналитической кососимметричной функции управления 
(переносного ускорения) соответствует уравнение Эйлера и 
восстанавливаемый функционал-критерий, который принимает стационарное 
значение [3]. Экстремум восстановленного функционала проверялся с 
использованием условий Якоби, Вейерштрасса, Лежандра [2-6]. 

При реверсионном конструировании управлений появляется 
возможность значительно сэкономить энергию для достижения цели 
движения. 

В работе [5] осуществлялась попытка поиска некоторой отдаленной 
аналогии между сформулированным принципом наименьшего 
энергетического принуждения (ПНЭП) при разгоне-торможении объекта и 
принципом К.Ф. Гаусса. 

Сравнение оптимального управляемого движения объекта с 
использованием реверсионно найденного управления осуществлялось с ранее 
известным в литературе управлением, полученным классическим 
вариационным методом с использованием квадратичного критерия 

оптимальности 2

0

,
T

J U dt= ∫  где Т – общее время движения, U – управление на 

единицу массы (ускорение). Эффект снижения энергии для достижения цели 
движения с ростом степени задаваемого полинома управления по существу 
отражает наименьшее энергетическое принуждение. Данное явление можно 
показать в виде принципа наименьшего энергетического принуждения, 
который иллюстрирует достижение цели движения при экономии энергии 
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где n – степень полинома конструируемого управления, m – масса объекта 
(например, m = 1 кг), 

снижении импульсов разгона 
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что 

сопровождается ростом значения интеграла от квадрата разности 
классического U1 (при п = 1) и конструируемого управлений Un (п = 3,5,7…) 
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Важно отметить свойство управлений, отражающее их асимптотическую 
близость с ростом степени полинома:  
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Если в классической механике принцип наименьшего принуждения 
позволяет найти действительное движение среди кинематически возможных, 
то при реверсионном конструировании управляемого движения принцип 
наименьшего энергетического принуждения отражает тенденцию снижения 
энергии для достижения цели движения (при заданных – времени движения и 
максимальном перемещении), иллюстрируя энергетическое отличие 
конструируемого управления от известного ранее. 

Приведенные выше рассуждения проиллюстрируем на примерах. 
Универсальные аналитические зависимости для ускорения и скорости ранее 
были получены в виде [3-6]: 

( ) ( )
( )

1

2

22 2
2 4 , 1 ,

1

n n

n n

L nL T t T t
U n V

T T T n T

+ +− −   = + = −     +    
 

где L – общее перемещение, T – задаваемое общее время оптимального 
переносного движения, п – степень полинома (нечетная). 

Для п = 1, m = 1 кг получим: 
2

1 12

6 2 3 2
,   1 .

2

L T t L T t
U V

T Т T Т

 − −   = = −         
 

Действие 
2

2
1 1

0

1,2
.

T L
D V dt

T
= =∫  Энергия 

2 2

1 1 1 2
0

2,25
2 .

T
L

Э U V dt
T

= =∫  

Принуждение ( )2

1 1 1

0

1
0.

2

T

П U U dt= − =∫  



JARiTS. 2024. Issue 43 

 20 

Для п = 3: 
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Для достаточно большой степени полинома функция управления Un(t) 
вызывает затруднение при практической реализации, когда фактически 
необходимо создать два импульса ускорения – разгона и торможения (рис. 1). 
Однако, при п = 3,5,7 для практического использования конструируемое 
управление естественно заменяется на эквивалентное по энергоемкости [7]. 

>  

  

 
Рис. 1. График функции U41(t) 

 
Уменьшение энергии и действия с увеличением степени полинома 

ускорения приводит к возрастанию удаления избыточной энергии без 
нарушения цели оптимального переносного движения. 
 

Заключение 
Теоретически установлена тенденция уменьшения энергоемкости 

управляемого движения объекта с ростом степени полинома ускорения. 
Реверсионное конструирование позволяет выявить новые критерии 
оптимальности, с помощью которых удается решать прямые задачи их 
минимизации и проверить полученный результат. При m = 1 кг, L = 1 м, 

T = 1 с энергия 
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lim 2 1 Дж.
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Результаты исследований распространяются и на оптимальное вращение 
объекта вокруг неподвижной оси. 
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