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Аннотация. Колебательные процессы, которые возникают в разных областях науки и 
техники, описываются периодическими краевыми задачами. Наиболее простым примером, 
приводящим к периодическим краевым задачам, является математическая модель колебания 
маятника, описываемая дифференциальным уравнением второго порядка. В статье 
рассматриваются вопросы построения асимптотического представления периодического 
решения краевой задачи в виде функционального ряда по степеням малого параметра 
методом сведения периодической краевой задачи к интегральному уравнению, содержащему 
малый параметр. 
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Abstract. Oscillatory processes that arise in various fields of science and technology are described 
by periodic boundary value problems. The simplest example leading to periodic boundary value 
problems is the mathematical model of a pendulum oscillation described by a second-order 
differential equation. The article deals with the construction of an asymptotic representation of a 
periodic solution in the form of a functional series in powers of a small parameter, by the method of 
reducing a periodic boundary value problem to an integral equation containing a small parameter. 
 

Введение. Исследованием периодических краевых задач посвящено 
множество работ. Разработана специальная теория, называемая «теория 
периодических решений». Созданы различные виды приближенных методов 
исследования периодических решений дифференциальных, интегро-
дифференциальных уравнений [1-7]. Среди приближенных методов можно 
выделить методы возмущений, позволяющие асимптотически представить 
решения уравнений и систем уравнений, содержащих малый параметр, в виде 
ряда по малому параметру. 

Рассмотрим дифференциальное уравнение 
2
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(0, ) ( , ),x x Tε = ε  (2) 

где ( ), ( , , )g t f t x x′ – Т-периодические функции по переменной ( , )t ∈ −∞ ∞  
Теорема 1. Если T-периодическая функция ( , )tϕ =ϕ ε  с начальным 

условием 0(0, ) ( )xϕ ε = ε  является решением, то она представляет собой 

решение интегрального уравнения вида 

0 0

0 0

( , ) ( ) ( ) ( ( ) ( , ( , ), ( , )) ) ,
t t

x t x x t g s f s x s x s ds dt′ ′ε = ε + ε + + ε ε ε∫ ∫   (3) 

и она также является решением уравнения (1). 
Теорема 2. Если среднее значение T-периодической функции ( )tϕ =ϕ  

равняется нулю 

0
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( ) ( ) 0,

T
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ϕ = ϕ =∫  

то функция 
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z t d ds d ds
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= ϕ τ τ − ϕ τ τ∫ ∫ ∫ ∫  (4) 

также T-периодическая функция. 
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Теорема 3. Если T-периодическая функция ( , )tϕ =ϕ ε  является 
решением краевой задачи (1), (2) и удовлетворяет условиям 

( ) ( , ( , ), ( , )) 0,g t f t t t′+ ε ϕ ε ϕ ε =   (5) 

(0, ) ( ) ( , ( , ), ( , )) ,g t f s s s ds′ ′ϕ ε = − + ϕ ε ϕ ε   (6) 
тогда функция ( , )tϕ ε  является T-периодическим решением интегрального 
уравнения вида 
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
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∫ ∫

∫

 (7) 

где 2
0 1 2(0, ) ... .x a a aε = + ε + ε +  

Утверждение теоремы 3 следует непосредственно из утверждений 
теорем 1 и 2. Предположим, что является аналитической функцией по ,x x′ . T-
периодическое решение уравнения (7) ищем в виде функционального ряда: 

2
0 1 2( , ) ( ) ( ) ( ) ... .x x t x t x tτ ε − + ε + ε +  (8) 

Поставляя (8) в (7), с учетом аналогичности функции ( , , )f t x x′  по x  и 
x′  получим 
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Отсюда, для коэффициентов разложения получим рекуррентную 
систему выражений:  
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Согласно теореме 2, если 
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тогда функции 0 1( ), ( )x t x t ,… являются T-периодическими решениями задачи 

Коши вида 
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Числовой пример 
Рассмотрим задачу 

2

2

( , )
cos ( ( , ) 2 ( , )),

d x t
t x t x t

dt

ε ′= + ε ε + ε  

(0, ) (2 , ),x xε = π ε   (11) 
где 2 , ( ) cos , ( , , ) ( , ) 2 ( , ).T g t t f t x x x t x t′ ′= π = = ε + ε  

Вычислим 
0

( ), ( ( ) ( )) .
t

g t g s g s ds−∫  
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1
( ) cos 0, ( ) ( ) cos ,

2
g t tdt g t g t t

π
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тогда 

0

2

0 0 0

0

( ( ) ( )) sin ,

1
(0, ) sin 0.

2

t

g s g s ds t

b x a tdt
π

− =
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π

∫

∫

 

С учётом этих вычислений из (90) имеем 

0 0 0 0

0

( , ) sin 1 cos .
t

x t a a sds a t= + = + −∫   (12) 

Далее из (91) имеем 
2

1 1 1 0 0

0 0 0

2 2

0 0

0 0 0

1
( , ) 1 cos 2sin (1 cos 2sin )

2

1 1
1 cos 2sin (1 cos 2sin )

2 2

t s

s

x t a a a a d d

a a d d ds

π

π π

  = + + − τ + τ − + − τ + τ τ τ −  π  

  − + − τ + τ − + − τ + τ τ τ = π π   

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

11 2sin cos ,a t t= + − +  
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1 1 1( , ) 1 2sin cos .x t a a t t= + − +   (13) 

Вычислим 
2

0 0

0

1
(1 cos 2sin ) 1 .

2
a s s ds a

π

+ − + = +
π ∫

 

Положим, 0 01 0, 1.a a+ = = −  Из (12) с учётом 0 1a = −  получим нулевой 

коэффициент 0 0( , )x t a  разложения 

0 0( , ) cos .x t a t= −  

Далее для коэффициента 1 2( , )x t a  разложение имеем выражение: 

1 2 2 1 1

0 0

2

1 1

0 0

2

2

0 0 0 0

( , ) [1 4sin 3cos 1 ]

1
[1 4sin 3cos 1 ]

2

1
( 4sin 3cos ) ( 4sin 3cos ) .

2

t s

s

t s s

x t a a a a d ds

a a d ds dt

a d d d ds

π

π


= + + − τ − τ − − τ −




− + − τ − τ − − τ =π 

  = + − τ − τ τ − − τ − τ τ τ  π  

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

 

Вычислим: 
2 2

0 0 0

1 1
(4sin 3cos ) (4 4cos 3sin ) 4.

2 2

s

d dsdt s s ds
π π

τ + τ τ = − + =
π π∫ ∫ ∫  

C учётом (15) получим 

2 2 2 2

0

( , ) (4 4cos 3sin 4) 4cos 3(1 cos ).
t

x t a a s s ds a t t= + − − − = − + −∫  

Далее 
2

1 1

0

1
(1 4sin 3cos ) 1 .

2
a t t dt a

π

+ − − = +
π ∫

 

Положим, 0 01 0, 1.a a+ = = −  Следовательно, для коэффициента 1( ),x t  

получим выражение 

1( ) 2sin cos .x t t t= − +  (16) 

С учётом выражений (14), (16), из (18) находим асимптотическое 
представление 2π -периодического решения краевой задачи (11) с точностью 

2( )O ε  в виде 
2( , ) cos (cos 2sin ) ( ).x t t t t Oε = − + ε − + ε  

Поставляя, функции 0 1( ) cos , ( ) cos 2sinx t t x t t t= − = −  в краевые задачи 

0 0 0

1 1 1

( ) cos , (0) (2 ),

( ) cos 2sin , (0) (2 ).

x t t x x

x t t t x x

′′ = = π
′′ = − + = π

 

Убеждаемся, что они являются решениями этих краевых задач. 
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