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Аннотация. Методы малого параметра, представляет собой одно из наиболее эффективных 
методов изучение, задачи Коши и краевых задач дифференциальных и интегро-
дифференциальных уравнений. Эти методы позволяют получить приближенные 
асимптотические представления решений линейных и нелинейных краевых задач, как для 
обыкновенных дифференциальных, так и интегро-дифференциальных уравнений. Введением 
неизвестного параметра, краевая задача сведена к задаче Коши для интегро-
дифференциального уравнения типа Фредгольма. Асимптотическое разложение решения 
задачи Коши ищется в виде степенного ряда по степеням малого параметра. Оценка 
погрешность остаточного члена разности между точным и приближенными решениями. 
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Abstract. Methods of a small parameter, is one of the most effective methods for studying the 
Cauchy problem and boundary value problems of differential and integro-differential equations. 
These methods make it possible to obtain approximate asymptotic representations of solutions to 
linear and nonlinear boundary value problems, both for ordinary differential and integro-differential 
equations. By introducing an unknown parameter, the boundary value problem is reduced to the 
Cauchy problem for an integro-differential equation of the Fredholm type. The asymptotic expansion 
of the solution of the Cauchy problem is sought in the form of a power series in powers of a small 
parameter. Estimation of the error of the residual term of the difference between the exact and 
approximate solutions. 
 

Исследованием двухточечных краевых задач для дифференциальных 
уравнений посвящено множество работ. Разработаны качественные, 
аналитические, асимптотические методы. Для периодических краевых задач 
разработана специальная теория, называемая «теория периодических 
решений». Из асимптотических методов исследования краевых задач отметим 
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метод малого параметра А. Пуанкаре [2], метод усреднения [4], метод 
мажоранта А.М. Ляпунова [9] и другие [3, 7, 8]. Методу интегро-
дифференциальных уравнений посвящены работы [1, 5, 6]. 

Рассмотрим краевую задачу, с нелинейным краевым условием 
2
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( , )
( ) ( , ( , )),

d x t
g t f t x t

dt

ε = + ε ε  (1) 

( (0, )) ( , ) ,aF x bx T dε + ε =  (2) 
где , ,a b d  – вещественные числа, ε  – малый параметр. 

Предположим, что функции ( ), ( , )F x f t x  достаточно гладкие 
бесконечные функции относительно переменной x . 

Прибавим в левую часть (1) параметр α  и уравнение записываем в виде 
2
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( ) ( , ( , )) .

d x t
l t f t x t

dt

ε = + ε ε + α  (3) 

Теорема 1. Если 0b ≠ , то краевую задачу (1), (2) можно свести к 
интегральному уравнению вида 
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Теорему можно доказать аналогично утверждению, приведенному в 
работе [5]. 

Рассмотрим интегральное уравнение 
2 2
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∫ ∫ ∫ ∫  (5) 

Асимптотическое разложение решения интегрального уравнения ищем в 
виде 

2
0 1 2( , ) ( ) ( ) ( ) ... .x t x t x t x tε = + ε + ε +   (6) 

Приставим ( , ( , ))f t x t ε  и ( (0, ))F x ε  в виде ряда по степеням малого 
параметра 
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С учётом разложений (7), (8) из (5) имеем 
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Отсюда относительно коэффициента 0( )x t  разложение (6) получим в 

виде соотношения 
2 2
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Положим  
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0a  – произвольная постоянная. 

Тогда из (9) получим 

0 0 0
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Из (10), (11) следует, что 0( )x t  является решением задачи Коши 
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Далее для коэффициента 1( )x t  имеем 

1 1 1 0

0 0

( ) ( , ( )) ,
t s

x t a b t f x d ds= + + τ τ τ∫ ∫   (14) 

где 1
1 0 1 1 0

0 0

1
( ) ( , ( )) .

T s

b b aF a a a f x d ds
T

− 
= − + + τ τ τ 

 
∫ ∫  

1a  – произвольная постоянная. 
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Заметим, что 1( )x t  является решением задачи Коши вида 

1 0( ) ( , ( )),x t f t x t′′ =     (15) 
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Таким образом, можем найти последовательно коэффициенты 
{ ( )} ( 0,1,2,...)kx t k =  разложения (6). 

В качестве примера рассмотрим краевую задачу 
( , ) 3 ( , ),x t t x t′′ ε = + ε ε     (17) 

(0, )3 5 (1, ) 2.xe xε + ε =    (18) 

В данном случае 1, 3, 5, 2,T a b d= = = =  а также (0, )( (0, )) ,xF x e εε =  
( ) 3 ,g t t=  ( , ) ( , ).f t x x t= ε  

Положим 0 0,5a = , тогда 
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С учётом этих вычислений из (11) получим 
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Далее, положим 1 0,7,a =  тогда 
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Следовательно, из (9) получим 
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С учётом выражений (19), (20) с точностью порядка 2( )Ο ε  
асимптотическое представление краевой задачи (17), (18) имеет вид 
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Вычислим значение выражения 
(0, )3 5 (1, ).xe xε + ε  

Из (20) при 0t = , получим 
(0, ) 0,5 0,7 ,x ε = + ε  
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(1, ) 0,5 1,588 0,5 (0,7 2,681 0,25 0,264 0,025)

0,588 1,442 .

x ε = − + + ε − + + + =
= − − ε
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На основании этих вычислений имеем 
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Отсюда следует, что асимптотическое представление (21) удовлетворяет 
краевому условию с точностью порядка ( ) 3,75Ο ε = ε , т.е. 

2,004 3,75 2,000,− ε ≈  при 0ε → . 
Предположим, что найдены первые n  – члены ряда (6) 

{ ( )}, 0,1,2,..., .kx t k n=  Оценим разность ( , ) ( , )nx t X tε − ε  при [0, ]t T∈  и 

0[0, ]ε∈ ε , где 
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k

X t x t
=
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Образуя функцию: 
0( , ) ( , ) ( , ).nu t x t X tε = ε − ε  

Доказано утверждение. 
Теорема 2. Если в области { , : 0 , },G t x t T x D R= ≤ ≤ ∈ ⊂  при 0[0, ]ε∈ ε  

( 0[0, ]ε∈ ε - достаточно малое число) выполняются условия 
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