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Аннотация. Формула ударного взаимодействия Г. Герца распространена на твердые тела, 
реальные физические характеристики которых имеют значительный разброс. Определены 
fuzzy-функции, характеризующие микроудар в условиях нечётко заданных прочностных 
свойств вещества обрабатываемого полупространства и геометрии ударного инструмента. 
Показано, что эффективным решением прикладных задач прецизионного гравирования в 
условиях неопределенности параметров является применение метода адаптивно-
интерактивной настройки системы. 
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Abstract. The formula of the G. Hertz shock interaction is extended to solid bodies, the real physical 
characteristics of which have a significant variation. The fuzzy functions that characterize a micro-
impact under the conditions of vaguely defined strength properties of the substance of the processed 
half-space and the geometry of the impact tool are determined. It is shown that an effective solution 
to the applied problems of precision engraving in conditions of such uncertainty of parameters is the 
use of the method of adaptive-interactive system tuning. 
 

Введение 
Математической основой технологии прецизионного ударного 

гравирования [1] является концепция удара Г. Герца, базирующаяся на 
следующих трёх гипотезах: 

1) упругая деформация соударяющихся твёрдых тел происходит в 
локальной зоне обрабатываемого хрупкого полупространства; 

2) участок пластической деформации на диаграмме растяжения-сжатия 
(ДРС) отсутствует; 

3) силы инерции тел в локальной зоне удара (ЛЗУ) модели удара 
пренебрежимо малы и поэтому не учитываются. 

Ударная сила в упругой зоне ДРС полупространства является степенной 
функцией деформации сжатия z: 

2/3zkP Гуд ×= , (1) 

где 2/1
у2

3
Г 1

6666,0 r
E

k
µ−

=  – характеристический коэффициент Герца; 
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ЗЕ  – модуль Юнга вещества полупространства заготовки,µ  – коэффициент 

Пуассона; уr  – радиус сегментообразной вершины ударника [1]. 

В технологии управляемого микроударного гравирования (УМУГ) 
существенным фактором, влияющим на качество изделий, является 
естественный разброс (или априорная неопределённость) физических 
характеристик материала обрабатываемой заготовки, а также геометрических 
параметров ударного инструмента [2, 3]. 

Проблема качества гравирования в условиях такого рода 
неопределённостей в настоящее время находится лишь на стадии обсуждения 
и постановки. Теорией, наиболее близкой по содержательному смыслу к 
данной проблеме, является теория нечётких (fuzzy) множеств Л. Заде [4]. 

Вводя в модель удара (1) следующие fuzzy–функции: 
- )(εσ )( fFu =  – функция ДРС; 

- );µ;( уЗЗ1
)(

Г rEk Fu ϕ=  – коэффициент Герца; 

- );σ( Гкр2
)(

кр0 kv Fu ϕ=  – критическая скорость соударения; 

- );( 0Г3
)(

уд vkFu ϕ=τ  – длительность фазы удара до момента достижения 

критической скорости, можно получить расширенную постановку задачи 
УМУГ. При этом предлагается метод адаптивно-интерактивной настройки 
(АИН) системы управления гравированием (СУГ), позволяющий получать 
необходимое качество гравирования при существенном разбросе 
характеристик материала заготовки, а также геометрических параметров 
инструмента с учетом его износа [2, 3]. 

Анализ fuzzy – функций 
В зависимости от физического содержания задачи рассматриваемые 

fuzzy-функции являются функцией одной, двух или более независимых 
переменных. 

Функция )(εσ )( fFu = . В технологии УМУГ универсальная ДРС 
хрупкого вещества как функция относительной деформации обладает 
особыми свойствами. Функция )(σ )( ⋅= fFu  – строго линейная, не имеющая 
зоны пластической деформации и ограниченная сверху критической точкой K 
(для напряжения растяжения) с координатами крε  и крσ , которые задают 

области определения и достижимых значений (рис. 1): 
||||||||),;0[))((),;0[))(( 1кркр OКOKfEfD <<σ=⋅ε=⋅ . (2) 

Из-за естественного разброса прочностных свойств вещества 
характеристики ε , σ , а также пара переменных крε  и крσ , являются 

нечёткими. Поэтому более адекватная математическая модель заготовки в 
задаче УМУГ должна быть описана в терминах нечётких подмножеств 
аргумента )(ε Fu

и функции )(εσ )( fFu = . 
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Свойства особых точек K и K1 рассмотрены в [2]. Во-первых, ε -
окрестность, включающая K, характеризует предел упругости. Во-вторых, при 
достижении этой окрестности в процессе активной фазы микроудара 
происходит разрушение кристаллической структуры вещества в ЛЗУ и её 
переход в пылеобразную агрегатную субстанцию с образованием 
соответствующего Вr-элемента [5]. Яркостный Вr-элемент является основным 
«выходным» примитивом изображения. Система (2) определяет область 
упругой деформации на ДРС за исключением точки K. 

Множество ДРС некоторого вещества с учётом разброса характеристик 
)(

крε
Fu , )(

З

FuE  представлено пучком полуотрезков с началом в точке 0 (рис. 2). 

Их концы – элементы множеств крσ и крε  – находятся внутри контура, 

например 21 LL ÷  Эти подмножества можно отобразить на соответствующие 
координатные оси и зафиксировать их границы: 

)ε(σ|)ε(σ|sup max
кр.экскр

ε

==  )ε(σ|)ε(σ|inf max
кр.экскр

ε
== , 

где правые части (3) могут быть получены из натурного эксперимента по 
идентификационной методике и использованы для определении критической 
скорости микроудара [2]. 

  
Рис. 1. Рис. 2. 

 

Функция );µ;( уЗЗ1
)(

Г rEk Fu ϕ= . Коэффициент Гk , представленный 

нелинейным выражением (1), устанавливает связь между ударной силой, 
развиваемой ударником, и упругой деформацией полупространства при точно 
заданных характеристиках ударника и заготовки. Применительно к задаче 
УМУГ имеем: полупространство – хрупкое вещество, уr – радиус вершины 

ударника, переходящий в многогранную пирамиду с острыми режущими 
рёбрами, причём ЗEEу >>  (где уE - модуль Юнга материала ударника). 

Варьируя эталонные значения ЗЕ , Зµ  и уr , например, для стекла и алмазного 

инструмента, получим множество )(
Г

Fuk  в вариациях: 
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2/1
ЗЗ

2/1
yyЗ

)(
Г ))µµ(1())((

3

2 −∆±−∆+∆±= rrEEk Fu . (3) 

Коэффициент )(
Г

Fuk , являющийся функцией (3) двух переменных, 

заменим двумя функциями )const;µ;( ЗЗy11 =ϕ Er  и )const;µ;( ЗЗy12 =ϕ Er , 

которые можно представить в графическом формате в среде MatLab. Функции 
)(11 ⋅ϕ  и )(12 ⋅ϕ  представляют собой гладкие выпуклые поверхности 

)( constз=EQ и )µ( constз=Q . На рис. 3 в качестве примера показана fuzzy-

поверхность )µ( constз=Q , отображающая )(
Г

Fuk  при вариации переменных ЗЕ  и 

уr , которые можно интерпретировать следующим образом: 

- множество значений ЗЕ  описывает свойство некоторой группы 

материалов при постоянном уr ; 

- материал, характеризуемый модулем constЗ =Е  в процессе 

гравирования обрабатывают инструментом, радиус уr  которого увеличивается 

вследствие эксплуатационного износа. 

 
Рис. 3. 

 

Функция );σ( Гкр2
)(

кр0 kv Fu ϕ= . Критическое напряженное состояние 

вещества заготовки, характеризуемое переменными крσ  и крε  в активной фазе 

микроудара, в соответствии (1) может быть достигнуто при начальной 
скорости соударения при 0=z : 

4/5
кр

2/1

экв'

Г

2/1

кр0 5

4
z

m

k
v

−

= , (4) 

которая названа критической. 
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В выражении (4) крЗкр ε= Ez  – деформация вещества по направлению 

линии удара, если начало ортогональной системы координат, в которой 
измеряется величина z, совмещено с точкой начала удара, расположенной на 
поверхности полупространства. Для определения крz  как элемента Zz ∈  в 

НПО «САУНО» разработан экспериментально-оценочный метод, основанный 
на балансе между потенциальной энергией хрупкого вещества в ЛЗУ и 
кинетической энергией микроудара ν-го индекса. Создана и расширяется 
информационная база данных для группы материалов, необходимая при 
настройке СУГ в режиме штатной эксплуатации. Так, для закалённого стекла 
марки ГОСТ Р51136-99 экспериментально определена средняя величина крz  и 

получена оценочная fuzzy – функция: 
4/12/1

ЗyЗЗ2
)(

кр0 6388,0)const;µ;( Г
Fu rErEv ==ϕ= . (5) 

Функция (5) как показательная функция переменных ЗЕ  и уr  с дробным 

показателем α, удовлетворяющим неравенству 1α0 << , может быть 

отображена в форме выпуклой поверхности 
)( 0ккν

Q  аналогично )( constз=EQ  и 
)µ( constз=Q  (рис. 3). 

Функция );( 0Г3
)(

уд vkFu ϕ=τ  с учётом (3) и (5) имеет вид: 

2/1
0

5/2
)(

Г

экв
уд )

4
5

(9432,2 −⋅=τ v
k

m
Fu , 

если считать начальную скорость микроудара независимой переменной. 
Функция скорости 0v  от параметров ШИМ виброгенератора требует 

отдельного исследования и поэтому в этой статье не рассматривается. 
Метод адаптивно-интерактивной настройки системы 
Отсутствие точной априорной информации существенно усложняет 

аналитическое решение задачи УМУГ, отвечающей жёсткому критерию 
художественного качества изделия. 

Исследования, проведенные в НПО «САУНО» показали, что наиболее 
эффективным решением задачи УМУГ является использование метода АИН 
системы в процессе штатной эксплуатации, на основе которого разработана и 
внедрена в серийное производство технология DCIE [6]. 

Упрощенная схема алгоритма, состоящего из двух ветвей, показана на 
рис. 4. Рассмотрим этапы технической реализации левой ветви алгоритма 
(правая ветвь представляет собой схему мониторинга нечеткого состояния 
ударного инструмента, изнашиваемого в процессе работы). 

Первый этап заключается в решении второй задачи динамики: 
определить величину 0χ  пути, пройденного телом массой эквm  (ударником), 

скорость которого кр0v  в конечной точке пути должна быть равна величине, 

необходимой для нанесения микроудара, обеспечивающего минимальное 
разрушение в ЛЗУ, при заданной геометрии ударника. Активная сила – 



JARiTS. 2021. Issue 23 

 43 

эталонный ШИМ-импульс минимальной длительности, формируемый 
ударным ШД. Даламберовские связи – восстанавливающий момент ШД и 
упругий силовой момент, создаваемый подвесом. Предполагается, что силы 
нелинейного трения пренебрежимо малы. 

 
Рис. 4. 

 

Скорость удара кр0v , необходимую для интегрирования уравнения 

движения ударника, вычисляют по формуле (4) или (5). При заданном 
эталонном импульсе гарантируется минимальное разрушение вещества в 
ЛЗУ, поэтому путь, пройденный вершиной ударника, который в данной 
задаче представляет собой начальный технологический зазор, 

2/12/5
кру

)(
Г

экв

0 )C
5

4
(

1
zk

m
Fu=χ , 

где крЗкр ε= Ez  – деформация, вычисляемая по выражениям (3) и (5), Cy – 

общий коэффициент линейного упругого сопротивления ШД и подвеса. 
Введение в систему 0χ  как параметра является необходимым, но 

недостаточным условием для перевода СУГ в режим гравирования. Установка 

0χ  представляет собой "привязку" Вr-элемента к нулю эталонной 
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градационной шкалы оттенков (ГШО), разработанной в НПО «САУНО». 
ГШО входит в состав экранного интерфейса, в среде которого оператор в 
режиме настройки взаимодействует с системой. Для этого режима на основе 
алгоритма Флойда разработано специальное программное обеспечение в 
составе ПО Grave. 

Градационная шкала – упорядоченное объединение 16-ти подмножеств 

iM  яркостных элементов: 

}{UMM )15,...,2,1,0(
ГШО)(

jiii n∈= , (7) 

где {nj} – элемент -го подмножества (удельное число "белых" точек на 
площадке изображения). 

Градационная шкала, имеющая 16 уровней оттенков, представлена на 
рис. 5. Если в выражении (7) 0=i , то имеем предельный "чёрный" оттенок, 
если 15=i  – "белый". Если, например, верхняя и нижняя грани 
соответственно равны: 

)1(Minf 1 +=+ iGbi
n

, )(Msup iGai
n

= , 

то разность полутонов )1()( +− iGbiGa  должна быть не больше разрешающей 
способность зрительного анализатора человека. 

 
Рис. 5. 
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Из анализа (3), (4), (7) очевидно, что функция 0χ  является нечёткой. 

Поэтому второй этап алгоритма интерактивной настройки в случае невязки 
оттенков сводится к коррекции силы ударных импульсов, по крайней мере 
для индексов 8ν =  и 15ν =  ГШО. Эту операцию выполняет оператор СУГ. 
Для получения качественного результата требуется высокая квалификация и 
опыт работы оператора. Вопросы растрирования и имитации оттенков 
изображения рассмотрены в [6]. 
 

Заключение 
На основе анализа и цифрового моделирования нечётких функций, 

характеризующих физические свойства заготовки и геометрию ударного 
инструмента, в НПО “САУНО” разработаны метод и технология адаптивно -
интерактивной настройки системы ударного гравирования. Эталонным 
элементом алгоритма является градационная шкала оттенков от 1ν =  до 

15ν = , которую использует оператор СУГ для настройки системы на режим, 
обеспечивающий в соответствии с критерием заданное качество изображения 
[7]. 
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