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Аннотация. Исследуется динамические свойства линейных стационарных неминимально-
фазовых систем регулирования. Доказано наличие отрицательного выброса в переходной 
характеристике в случае наличия вещественных правых нулей передаточной функции 
системы. Дана количественная оценка величины отрицательного выброса для случая одного 
правого нуля. 
 
FACTOR OF THE RIGHT TRANSMISSION ZEROES IN THE PROBLEMS 

OF AUTOMATIC REGULATION 
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Abstract. The dynamic properties of linear stationary non-minimal phase control systems are 
investigated. The presence of a negative ejection in the transient response in case of real right zeroes 
of the transfer function of the system is proved. A quantitative estimate of the negative ejection for 
the case of one right zero is given. 
 

В теории и практике автоматических систем часто приходится 
сталкиваться с классом неминимально-фазовых систем автоматического 
регулирования (САР), отличительной особенностью которых является 
наличие у передаточной функции (ПФ) системы правых (т.е. с положительной 
вещественной частью) нулей [1]. Правые передаточные нули САР могут быть 
обусловлены либо физической природой объектов управления, либо их 
появление в каналах управления может быть связано с действием 
регуляторов. 

Правые передаточные нули могут негативно сказываться на процессах 
регулирования и это обстоятельство необходимо учитывать в задачах анализа 
и синтеза САР. Однако, данный вопрос к настоящему времени мало изучен. В 
настоящей работе изложены некоторые результаты исследований авторов 
связи фактора правых передаточных нулей с проблемой динамического 
качества линейных стационарных САР. 

Инвариантные свойства правых передаточных нулей 
Действие правых передаточных нулей объекта на динамику САР 

раскрывается в следующем утверждении. 
Утверждение. Правые передаточные нули объекта управления 

обладают свойством инвариантности – являются также передаточными 
нулями технически реализуемой устойчивой системы регулирования. ■ 
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Доказательство утверждения основано на том факте, что передаточные 
нули объекта можно исключить из множества нулей ПФ системы 
регулирования только путем их компенсации соответствующими равными им 
полюсами ПФ регулятора. Однако такое решение неприемлемо, поскольку 
замкнутая САР становится неустойчивой. 

Содержание утверждения имеет фундаментальное значение для теории 
автоматического регулирования: наличие правых нулей в ПФ объекта 
существенно сужает возможности построения САР с желаемыми 
динамическими характеристиками. 

Эффект отрицательного перерегулирования 
Обратимся к классу линейных стационарных САР с блок-схемой, 

представленной на рис. 1. Здесь u , y , ∗y  и ε  – соответственно 
регулирующая переменная (вход объекта), регулируемая переменная (выход 
объекта), задающее воздействие (уставка) и рассогласование (ошибка 
регулирования): yy −=ε ∗ . 

Полагаем, что ПФ САР по каналу «задание ∗y  - выход y » равна 
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где n  - динамический порядок системы, 00 >b . 

САР предполагается устойчивой, так что ее характеристический 
многочлен )(sA  является гурвицевым. 

Важнейшей характеристикой качества данного класса САР является 
переходная характеристика (ПХ) )(th  канала «задание ∗y – выход y » 
системы, представляющая собой реакцию системы на внешнее задающее 
воздействие типа единичной ступенчатой функции )(1 t  при нулевых 
начальных условиях (см. рис. 2): 
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Обозначим через ∞h  установившееся значение ПХ: 
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Широкое распространение и признание в инженерной практике 
получила следующая тройка прямых (первичных) показателей качества САР, 
впервые предложенных в 1939 г. В.В. Солодовниковым [2]: 
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1) статическая ошибка регулирования, определяемая отклонением 
установившегося значения ПХ от уставки: 

|1| ∞−=ε
∞

h ; 

2) время регулирования рT , определяемое вхождением ПХ в ∆ -трубку (в 

инженерной практике обычно полагают 05.003.0 −=∆ ): 
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3) величина перерегулирования +σ , определяемая наибольшим 
положительным отклонением ПХ от установившегося значения: 
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Рис. 1.      Рис. 2. 

 

Следует констатировать, что тройка показателей ∞ε , +σ  и рT  

оказывается недостаточной для оценки качества неминимально-фазовых САР. 
Дело в том, что в ПХ данного класса систем регулирования возможен эффект 
отрицательного «выброса» («обратного хода», «провала») в структуре ПХ: 
она может принимать отрицательные значения. В связи с этим для более 
полной оценки качества процессов регулирования необходимо состав 
классических показателей качества САР расширить и ввести в рассмотрение 
четвертый показатель – величину отрицательного перегулирования −σ  (см. 
рис. 2), определяемую равенством: 
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Основным результатом работы является следующая теорема. 
Теорема. Если система регулирования имеет правые передаточные 

нули, которые все являются вещественными, то в ней имеет место 
отрицательно перерегулирование, т.е. 0.<σ−  ■ 



 106 

Доказательство. Пусть }  1  ,0
1

{ 1 k:i
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передаточных нулей ПФ (1) с учетом их кратности. Рассмотрим многочлен 
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Разложим многочлен )(sB  на множители: 

)()()( sBsBsB −+= . 
Полагая, что система в начальный момент покоится, ее динамику можно 

описать следующими дифференциальными уравнениями, записанными в 
операторной форме 

)()()()( tyDBtzDA ∗−= , 

)()()( tzDBty += , (3) 
где dtdD /=  – оператор дифференцирования; z – переменная состояния, 
удовлетворяющая нулевым начальным условиям: 

1:0 ,0)0()( −== niz i . 
Равенство (3) можно переписать с помощью интеграла свертки 

∫ θθ−θ=
t

dtygtz
0
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где )(tg  – ядро свертки, определяемое равенством: 
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(здесь L  – операция преобразования Лапласа). 
Учитывая выражение (2), нетрудно убедиться, что функция )(tg  

является знакопостоянной и неограниченной 
0)()1( >− tgk , ∞=

∞→
)(lim tg

t
. (5) 

Допустим отрицательный выброс в переходном процессе отсутствует, 
т.е. при всех 0≥t  выполняется условие 

0)()( ≥= thty . 
Тогда в соответствии с (4) и (5) функция )(tz  является неограниченной: 

∞=
∞→

)(lim tz
t

, 

что невозможно в силу устойчивости САР. ■ 

Оценка величины отрицательного перерегулирования 
Дадим оценку величины −σ  для частного случая – наличия у системы 

одного правого вещественного полюса 
τ

=λ 1
. Тогда, очевидно 

)(1)( tetg tλλ−= . 
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В момент времени pTt =  переходные процессы в системе практически 

заканчиваются и можно считать выполненным равенство 

∞≈≈ hTyTz )()( pp . (6) 

Из (4) находим 
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Отсюда находим требуемую оценку: 
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а при малом λ  будет иметь место оценка 
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Таким образом, в общем случае требования к качеству синтезируемой 
САР следовать задавать четверкой предельных показателей: max∞ε , 

maxрT , +σmax  

и −σmin . Тем самым область допустимых переходных характеристик САР 
задается следующими условиями: 

max∞∞ ε≤ε , 
maxрр TT ≤ , +σ≤σ maxmax , −− σ≥σ min . 

Поскольку эффект отрицательного перерегулирования усиливается при 
увеличении быстродействия системы, то для класса неминимально-фазовых 
объектов величины 

maxрT  и −σmin  нельзя задавать произвольно. 

Отметим, что эффект отрицательного перерегулирования впервые был 
исследован в работах авторов [3, 4]. Следует указать также работы [5, 6], 
посвященные исследованию данного эффекта. 

Примеры 
Обсуждаемую проблематику иллюстрируют ПХ, представленные на рис. 

3-6, которые соответствуют следующим вариантам ПФ САР с правыми 
передаточными нулями: 
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ПФ )(1 sW  имеет один правый вещественный нуль 1=λ , а ПФ )(2 sW  – 

два кратных правых вещественных нуля 121 =λ=λ . Соответствующие им ПХ 
имеют отрицательные выбросы (см. рис. 3 и 4). 

ПФ )(3 sW  имеет одну пару правых комплексно-сопряженных нулей: 

2/3)2/1(2,1 i±=λ . В этом случае ПХ не имеет отрицательного выброса, но 

имеется обратный ход (провал) в начальной стадии переходного процесса (см. 
рис. 5). 

ПФ )(4 sW  имеет одну пару правых комплексно-сопряженных нулей 

4/74/32,1 i±=λ . Теперь ПХ имеет отрицательный выброс (см. рис. 6). 

 
Рис. 3.      Рис. 4. 

 
Рис. 5.      Рис. 6. 

 
Изложенные результаты исследования фактора правых передаточных 

нулей могут найти широкое применение в задачах анализа и синтеза САР. 
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