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Аннотация. Рассматривается множественная задача коммивояжера (МЗК). Дается 
математическая формализация задачи коммивояжера с одним депо. Данная задача 
формализуется как задача целочисленного линейного программирования. Приводятся 
условия устранения подмаршрутов Миллера-Такера-Землина. Предлагается метод решения 
МЗК с несколькими депо. Метод включает два этапа: на первом осуществляется 
геопространственная кластеризация множества всех городов, которые должны посетить 
продавцы. Предполагается, что города в каждом кластере объезжаются продавцами из одного 
депо. На втором этапе для каждого кластера осуществляется выбор депо и решается 
соответствующая МЗК с этим (т.е. единственным) депо. 
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Abstract. We consider the multiple traveling salesman problem (MTSP). A mathematical 
formalization of the traveling salesman problem with one depot is given. This problem is formalized 
as an integer linear programming problem. Conditions for eliminating Miller-Tucker-Zemlin 
subroutes are reduced. A method for solving the MTSP with several depots is proposed. The method 
includes two stages: the first one involves geospatial clustering of the set of all cities that sellers 
must visit. It is assumed that the cities of each cluster are served by sellers from one depot. At the 
second stage, a depot is selected for each cluster and the corresponding MTSP with this (that’s the 
only one) depot is solved. 
 

Задача коммивояжера (англ. Traveling Salesman Problem, TSP), является 
задачей комбинаторной оптимизации и находит применение в различных 
сферах деятельности человека. Суть задачи сводится к поиску оптимального 
маршрута (тура) для продавца, проходящего через все указанные города по 
одному разу. Критерием оптимальности маршрута является минимум 
некоторого показателя – длительности поездки, расходов на дорогу или 
общей длины пути. 
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В замкнутой задаче коммивояжера предполагается замкнутый маршрут, 
т.е. возврат в исходный пункт (далее – депо). Решение задачи коммивояжёра в 
терминах теории графов состоит в нахождении гамильтонова цикла 
минимального веса в полном взвешенном графе. 

Множественная задача коммивояжера (англ. Multiple Traveling 
Salesman Problem, MTSP) является обобщением классической задачи 
коммивояжера (TSP), в которой допускается более одного коммивояжера и 
более одного депо. Современное состояние MTSP отражают публикации [1-7]. 

 

MTSP с одним депо 
Содержательная постановка множественной задачи коммивояжера с 

одним депо состоит в следующем. Имеется N городов, в одном из них 
находится депо (склад), в котором базируются m продавцов. Цель продавцов – 
проехать по всем городам. Задана стоимость переездов между городами. 
Задача состоит в том, чтобы определить тур для каждого продавца таким 
образом, чтобы: 

– все маршруты должны начинаться и заканчиваться в депо; 
– каждый город должен посетить ровно один раз только один продавец; 
– общая стоимость туров была сведена к минимуму. 
Дадим математическую формализацию задачи. 
Задан полный граф ),( EVG , где },...,1{ NV =  – множество узлов, причем 

узел d соответствует депо а E – множество ребер. Узлы представляют города, 
а ребра графа Eji ∈),(  – пути сообщения между ними. 

Задана матрица стоимостей |||| ijcC = , где 0>ijc  – стоимость пути 

Eji ∈),( , которая трактуется как время, расходы или расстояние. 
Асимметричная задача коммивояжёра моделируется ориентированным 

графом, т.е. следует учитывать ориентацию ребер. Симметричная задача 
коммивояжёра моделируется неориентированным графом. 

Симметричную задачу коммивояжёра называют метрической, если 
относительно длин ребер выполняется неравенство треугольника: 

.,, Vkjiccc ijkjik ∈∀≥+  

Далее полагаем, что решается симметричная метрическая задача 
коммивояжера. 

В качестве искомых неизвестных переменных выбираются элементы 
матрицы переездов |||| ijxX = , где ijx  – двоичная переменная, связанная с 

каждым ребром Eji ∈),( , которая принимает значение 1, если ребро ),( ji  
принадлежит оптимальному маршруту, и принимает значение 0 в противном 
случае. 

Далее полагаем }{\ dVV =′ , так что это подмножестово V, которое 
содержит все узлы графа G кроме депо. 

Модель MTSP может быть определена следующим образом: 
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min,→∑
≠ ji

ijij xc  (1) 

∑
′∈

′∈∀=
Vi

ij Vjx ,1 , (2) 

∑
′∈

′∈∀=
Vj

ij Vix ,1 , (3) 

,∑
′∈

=
Vi

id mx  (4) 

,∑
′∈

=
Vj

dj mx  (5) 

Vjixij ′∈∀∈ ,}1,0{ . (6) 

Таким образом, мы имеем двухиндексную формализацию решаемой 
оптимизационной задачи. 

Ограничения на степени вершин графа (2) и (3) требуют, чтобы ровно 
одно ребро входило и выходило из вершины, связанной с каждым городом, не 
являющимся депо. Ограничения (4) и (5) гарантируют, что ровно m 
продавцов покидают склад и возвращаются на него. 

Чтобы исключить эффект возникновения циклов, не проходящих через 
депо, должны выполняться условия устранения подмаршрутов, 
сформулированные Данцигом, Фалкерсоном и Джонсоном [8]. Количество 
неравенств устранения циклов равняется )1(22 −− NN . 

MTSP является NP-сложной задачей. Приведенная выше математическая 
модель (1)-(6) может быть реализована для получения точных решений MTSP 
только для малой размерности (примерно менее 100 городов). Из-за высокой 
вычислительной сложности решение даже MTSP средней размерности 
требует неприемлемо много вычислительного времени. Практический интерес 
представляют подходы, которые не гарантируют получение оптимального 
решения, но обеспечивают квазиоптимальное решение за приемлемое время 
вычислений. 

Миллер, Такер и Землин предложили альтернативные условия 
устранения подмаршрутов (подконтуров) [9] путём введения n  новых 
переменных )( Viui ′∈∀ , определяющих порядок посещенных городов, 

причем требуется только NN −2  дополнительных неравенств: 
1−≤+− ppxuu ijji  .,, jiVji ≠′∈∀  

Здесь iu  – дополнительная целочисленная переменная, представляющая 

количество городов, которые продавец i еще не посетил, а p – максимальное 
количество городов (узлов), которые может посетить любой продавец. Можно 
положить mNp −= . 

 

MTSP с несколькими депо 
Об особенностях МЗК с множеством депо (multi-depot TSP, MDTSP) 

дает представление работа [10]. Наличие нескольких депо существенно 
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усложняет МЗК. Один из подходов к решению данной задачи заключается в 
сведении исходной задачи к набору МЗК с одним депо посредством 
пространственной кластеризации всех городов, которые планируют посетить 
продавцы. 

Кластеризация пространственных данных – это процесс объединения 
схожих объектов на основе их географического расположения и других 
свойств. Естественно, методы пространственной кластеризации не могут не 
найти применения в задачах оптимальной маршрутизации мобильных 
агентов. 

Далее в исходных условиях MDTSP параметры N, m имеют тот же 
смысл, что и выше – соответственно общее число городов и продавцов, а 
n – количество депо. Маршруты поездок продавцов описываются полным 
графом ),( EVG , где },...,1{ NV =  – множество узлов, представляющих 
города, а E  – множество ребер, представляющих сообщения между городами. 
Задана матрица стоимостей |||| ijcC = , где 0>ijc , .),( Eji ∈  

Пусть множество V разбито на кластеры: 

nVVVV ∪∪∪= ...21  (7) 

так, что 

,,,1,,, jinjiVVV jii ≠=∅=∪∅≠  (8) 

причем каждый кластер включает одно депо и маршруты движения 
продавцов, базирующихся в этом депо, локализованы только в этом кластере. 
Тогда исходная задача MDTSP естественным образом распадается на n MTSP-
задач с одним депо. Пространственная кластеризация городов (7), (8) 
позволяет выполнять их группировку исходя из соображений 
территориальной близости. 

Обозначим через ),( kkk EVG  подграф графа G , порожденный 

множеством вершин kV  ),1( nk = . Выделим в матрице стоимостей C  

подматрицу, соответствующую множеству вершин kV : |||| ijk cC = , где kVji ∈, . 

Для каждого подграфа ),( kkk EVG  с учетом матрицы стоимостей kC  можно 

решать задачу MTSP с одним депо. Допустимые решения описываются 
матрицей переездов |||| ijk xX = , где kVji ∈, . 

Положим, что для каждого кластера ),1( nkVk =  определено депо kk Vd ∈  

и }{\ kkk dVV =′ . Введем обозначения: kN  – число городов в кластере: 

|| kk VN = , 1≥km  – число продавцов, базирующихся в депо kd . Очевидно, 

должны выполняться следующие соотношения: 

NN
n

k
k =∑

=1

, mm
n

k
k =∑

=1

. 

Задачу оптимальной маршрутизации передвижений продавцов в kV  

кластере сформулируем в виде экстремальной задачи 
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∈
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′∈

′∈∀=
kVi

kij Vjx ,1 ; (10) 

∑
′∈

′∈∀=
kVj

kij Vix ,1 ; (11) 

∑
′∈

=
k

k
Vi

kid mx ,  (12) 

∑
′∈

=
k

k
Vj

kjd mx ,  (13) 

,,}1,0{ kij Vjix ′∈∀∈  (14) 

причем для устранения подмаршрутов их следует дополнить условиями 
Миллера-Такера-Землина: 

.,,1 jiVjippxuu kijji ≠′∈∀−≤+−  (15) 

Возможны различные вариации в постановке и решения MDTSP с 
применением концепции пространственной кластеризации. Один из таких 
вариантов представляет следующая алгоритмическая схема. 

1. Множество городов V разбивается на кластеры (7), (8). 
2. В каждом кластере находится ближайший к центру кластера город 

kk Vd ∈ , в котором размещается депо. 

3. Исходя из размера кластера и числа городов kN  задается число 

продавцов km . 

4. Для каждого кластера решается задача целочисленного 
программирования (9)-(15). 

Одним из наиболее популярных методов кластеризации является метод 
K-средних (K-means). Это итеративный алгоритм кластеризации, основанный 
на минимизации суммарного отклонения точек кластеров от центров этих 
кластеров. Алгоритм разбивает множество объектов на заранее заданное 
число кластеров K. 

Начальный шаг алгоритма заключается в случайном выборе центров 
кластеров в пространстве признаков. На каждой итерации 
некластеризованный объект выборки присоединяется к тому кластеру, к 
центру которого он оказался ближе. Далее центры кластеров пересчитывают 
как среднее арифметическое векторов признаков всех вошедших в этот 
кластер объектов. После обновления центров кластеров объекты заново 
перераспределяются по ним, а затем снова уточняется положение центров. 
Процесс продолжается до тех пор, пока центры кластеров не перестанут 
меняться. 

Замечание 1. В существующих вариантах формулировок TSP известна 
так называемая кластерная задача коммивояжера (The Clustered Traveling 
Salesman Problem, CTSP), поставленная в работе [11] – она является 
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обобщением классической TSP, когда города сгруппированы в кластеры, и 
города одного кластера необходимо посещать непрерывно друг за другом. 
Данная задача обсуждается в работе [12]. Отметим, что, несмотря на 
использование термина «кластер», в CTSP не используется процесс 
кластеризации в традиционной трактовке задач кластерного анализа. 

Замечание 2. Решение задачи кластеризации является неоднозначным и 
во многом определяется выбором алгоритма кластеризации. Для 
кластеризации геораспределенных данных кроме алгоритма K-средних могут 
быть использованы и другие алгоритмы (см. их обсуждение, например, в 
[13]). В частности, интерес представляют алгоритмы иерархической 
кластеризации – они имеют преимущество перед неиерархическими 
методами, заключающееся в том, что количество кластеров не нужно 
определять заранее, оно может быть увеличено или уменьшено простым 
перемещением вверх и вниз по дереву иерархии. Здесь следует отметить 
алгоритм (BIRCH, англ. Balanced Iterative Reducing and Clustering Using 
Hierarchies), позволяющий пользователю указать либо желаемое число 
кластеров, либо желаемый порог диаметра кластеров [14]. 
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