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Аннотация. На простом примере системы с одной степенью свободы показано, что снижение 
энергии при росте степени полинома ускорения (управления) наблюдается не только без учета 
сопротивления движению, но и при его учете в виде линейно-вязкого и сухого трения. 
Численные примеры приведены для двух управлений – классического и реверсионно 
конструируемого. Также управления являются частными случаями, которые появляются из 
универсальной аналитической зависимости при задании степени полинома управления 
(переносного ускорения). 
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Abstract. A simple example of a system with one degree of freedom shows that a decrease in energy 
with an increase in the degree of the acceleration (control) polynomial is observed not only without 
taking into account the resistance to motion, but also when taking it into account the linear-viscous 
and dry friction. Numerical examples are given for two controls – classical and reversively 
constructed. Also, controls are special cases that appear from a universal analytical dependence when 
specifying the degree of the control polynomial (translationalr acceleration). 
 

Введение 
Теории оптимального управления движением объектов посвящены работы 

[1-11] и другие. Решение обратных задач динамики линейных и нелинейных 
систем дано в монографиях [2, 3]. 

Исследование конструирования оптимальных управлений содержится в 
[12-20]. В ряде публикаций показано, что при увеличении степени полинома 
управления (переносного ускорения) наблюдается снижение энергии для 
достижения поставленной цели оптимального управляемого движения, но 
сопротивление движению, как правило, не учитывалось. Остается актуальной 
задача оценки энергии при использовании реверсионно конструируемых 
управлений с учетом линейно-вязкого и сухого трения. 

Конструируемое реверсионно (решение полной обратной задачи 
вариационного исчисления) управление движением объекта с учетом линейно-
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вязкого сопротивления в рассматриваемом случае описывается наиболее простым 
уравнением: 
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где m – масса объекта; k – коэффициент линейно-вязкого сопротивления; ( )1U t  – 

управление с учетом сопротивления. Из (1) при 1кгm =  следует управление: 
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При конструировании управлений согласно реверсионному принципу 
оптимальности (РПО) после аналитических экспериментов и обобщений 
выявлены универсальные аналитические зависимости: 
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В выражениях (3) принято: L – максимальное перемещение; T – общее 
время движения; n – нечетная степень полинома ( 1,3,5,7,...)n = . 

Характерной особенностью аналитических зависимостей (3) является 
случай (при n = 1), который представляет собой классическое управление при 
квадратичном критерии оптимальности (задача Лагранжа):  
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Из (4) следует: 

при t = 0, 
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Зависимости (4) и (5) свидетельствуют о том, что объект перемещается на 
расстояние L из состояния покоя в конечное состояние покоя за время Т. 

На рисунке 1 показаны графики S(t), V(t), U(t) при Т = 1 с, L = 1 м, m = 1 кг.  

 
Рис. 1. Графики функции U1(t), V1(t), S1(t) при п = 1 и k = 1 
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Без учета сопротивления энергия, затрачиваемая на достижение цели 

движения, в этом случае равна: 
/2
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2 ( ) ( ) 2,25Дж.
T

A U t V t dt= =∫  

Если принять, например, k = 0,5 кг/с, то график U1(t) примет вид, 
изображенный на рисунке 2; он не кососимметричный и общая энергия, 
затрачиваемая на достижение прежней цели движения, примет вид: 
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где t1 = 0,55 c. 

 
Рис. 2. График U1k(t) при п = 1 и k = 0,5 

 
Естественно, что некоторое увеличение энергии связано с преодолением 

силы сопротивления движению. 
Для нового типа управления со степенью полинома n = 3 с ростом 

сопротивления (по сравнению со случаем n = 1) энергия уменьшается. 
Как было установлено без учета сопротивления, с ростом степени полинома 

n затрачиваемая энергия для достижения прежней цели движения уменьшается. 
Итак, при n = 3 без сопротивления следует: 
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Графики U3(t) и V3(t) изображены на рисунке 3. 
С учетом прежних исходных данных энергия 
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Если учесть сопротивление (график U3k(t) изображен на рисунке 4), то для 

энергии следует 
3
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Рис. 3. Графики функции U3(t), V3(t), S3(t) при п = 3 и k = 0 



Теоретическая механика, динамика машин 

 45 

 
Рис. 4. Графики U3k(t) при п = 3 и k = 0,5 

 
В связи с сопротивлением требуемая энергия для достижения цели 

движения возрастает. При сравнении с управлением n=1 и учете сопротивления 
приращение энергии: 

∆А = 2,317 – 1,793 = 0,52 Дж. (9) 
Из (9) следует, что при учете линейно-вязкого сопротивления также 

наблюдается тенденция снижения энергии на достижение цели движения. 
 

Учет сопротивления в виде сухого трения. 
При исследуемом характере движения знак скорости не меняется, и 

поэтому уравнение (m = 1 кг) записывается так 
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где F – сила трения. Из (10) следует 
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Численный пример выполнен согласно приведенному ранее алгоритму при 
F = 1 Н. В этом случае для прежних исходных данных приращение энергии: 
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Итак, и в данном случае с ростом степени полинома ускорения 
наблюдается снижение общей энергии для достижения цели движения и при 
учете сопротивления. Однако, следует отметить, что движение начинается с 
преодолением силы трения. 

Заключение. Теоретически доказано, что, несмотря на сопротивление 
движению (линейно-вязкого или сухого трения), удается экономить энергию для 
достижения цели движения при использовании реверсионно конструируемых 
управлений переносным движением объектов из исходного в конечное состояние 
покоя. Оценка действительных потерь энергии на преодоление сил трения 
должна даваться при непосредственной экспериментальной проверке модели 
рассмотренного оптимального управления. 
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