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Аннотация. Разрабатывается методология создания математических моделей для 
формирования, оценки и коррекции вибрационных полей технических объектов, находящихся 
в условиях интенсивных нагружений. Основанная на структурном подходе, методология 
использует формализм Лагранжа, операционное исчисление и теорию колебаний. Разработан 
подход к формированию вибрационных полей, удовлетворяющих системе требований, 
основанный на минимизации энергетических функционалов. Поставлена и решена задач 
построения оптимального вибрационного поля механических колебательных систем на основе 
критерия оптимальности с учетом строгих требований. Предложенная концепция структурной 
теории оптимальных вибрационных полей основана на аналогиях между сплайн-функциями и 
вибрационными полями технических объектов. 
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Abstract. A methodology for creating mathematical models for the formation, evaluation and 
correction of vibration fields of technical objects under intense loads is being developed. Based on a 
structural approach, the methodology uses Lagrange formalism, operational calculus and oscillation 
theory. An approach to the formation of vibrational fields satisfying the system of requirements based 
on the minimization of energy functionals has been developed. The problem of constructing an 
optimal vibration field of mechanical oscillatory systems based on the optimality criterion, taking into 
account strict requirements, is posed and solved. The proposed concept of the structural theory of 
optimal vibration fields is based on analogies between spline functions and vibration fields of 
technical objects. 
 

Введение. В настоящее время технологии, использующие вибрационные 
взаимодействия, достигли значительного развития [1, 2]. В промышленности 
широко применяются вибрационные технологии, которые стимулируют развитие 
научных направлений, таких как теория колебаний, теория автоматического 
управления и динамика машин [3-5]. В области динамики машин особенности 
вибрационных взаимодействий находят свое отражение в задачах виброизоляции 
и виброзащиты, а также в задачах оценки, формирования и коррекции 
динамических состояний технических объектов, которые подвергаются 
интенсивным нагрузкам силовой или кинематической природы [6-9]. В этой 
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области большое значение придается эффектам вибрационных взаимодействий, 
которые применяются в технологических процессах транспортировки горных 
пород, разделения сыпучих материалов на фракции, упрочнения поверхностей 
длинномерных элементов авиационных конструкций, пространственной 
ориентации деталей в процессе сборки и других задачах [10-13]. При изучении 
зависимости распределений амплитуд колебаний координат контрольных точек 
от связности внешних возмущений получены детализированные представления, 
которые могут быть применены при оценке и коррекции динамических 
состояний технических объектов [14-17]. Определение характеристик внешних 
вибрационных возмущений позволяет оценить потенциальные воздействия на 
функционирование технических объектов и влияние на производительность 
технологических процессов. [18-21]. В задачах виброзащиты негативными 
эффектами могут служить превышения амплитуд допустимых колебаний, а 
полезными эффектами – существенное снижение амплитуд колебаний или 
установление определенного распределения амплитуд. В задачах вибрационного 
упрочнения длинномерных деталей динамические эффекты могут быть 
зафиксированы как совпадение форм колебаний контрольных точек рабочих 
органов вибрационных технологических машин, что обеспечивает одномерность 
и однородность вибрационного поля в соответствии с требованиями к 
динамическому качеству взаимодействия рабочей среды и поверхности 
упрочняемой детали [11]. Условия равенства амплитуд колебаний контрольных 
точек могут быть использованы для определения необходимой формы движения 
рабочего органа. В свою очередь, вибрационное поле может быть рассмотрена 
как обобщение понятия динамического состояния в отдельной точке путем 
одновременного рассмотрения совокупности точек, которые распределены по 
определенной области твердого тела или системы твердых тел [22-25]. 

Значительный интерес вызывают вопросы, связанные с возможностью 
обобщения задач оценки динамических состояний в точке на оценку 
динамических состояний, которые отображаются совокупностью амплитуд, 
распределенных по системе. Решение задач формирования, оценки и коррекции 
динамических состояний объекта механической колебательной системы ранее 
были ориентированы на то, что оценка динамических состояний проводилась на 
основе передаточной функции, для которой входным сигналом служит 
кинематическое возмущение, а выходным сигналом – колебание координаты 
объекта, выбранного для оценки [26, 27]. 

Вместе с тем, оценка динамического состояния на основе одной 
координаты обладает рядом ограничений. 

Для преодоления ограничений, связанных с оценкой динамических 
состояний на основе измерений в одной точке, развиваются методы оценки 
динамических состояний объекта на основе амплитуд колебаний в совокупности 
точек, образующих вибрационное поле. В рамках структурного математического 
моделирования разрабатывается методологическая основа решении задач 
формирования, оценки и коррекции оптимальных вибрационных полей 
механических колебательных систем с конечным числом степеней свободы. 
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I. Основные положения. Постановка задачи. Рассматривается класс 
модельных механических систем, совершающих малые вынужденные 
установившиеся колебания относительно положения статического равновесия 
(рис. 1). 
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Рис. 1. Механическая колебательная система, образованная твердыми телами AiA(i+ 1): A2, 

A3, A4  – точки сочленения твердых тел [28], Оi –центры тяжести, zi – гармонические 
формы колебаний опорных поверхностей, yi – смещение точек Ai относительно 

положения статического равновесия, ki – жесткости упругих элементов, l i1, l i2 – плечи 
рычагов, φi – угол поворота стержней AiA(i+ 1), Ji – моменты инерции 

 
Предполагается, что в качестве внешних возмущений выступает 

совокупность синфазных гармонических колебаний опорных поверхностей: 
zi = zgγi, (1) 

где совокупность коэффициентов связности γi образует конфигурацию 
кинематических возмущений, zg – гармоническое колебание. Внешние 
кинематические возмущения фиксированной частоты и конфигурации 
определяют амплитуды вынужденных колебаний точек объекта, динамическое 
состояние которого оценивается. В свою очередь, совокупность амплитуд 
колебаний точек, распределенных по механической колебательной системе, 
может быть рассмотрена как вибрационное поле. Изменение конфигурации 
внешних возмущений при сохранении частоты сказывается на амплитуде 
вибрационного поля, формируя динамическое состояние системы. Возможность 
изменения значений амплитуд колебаний точек механической колебательной 
системы позволяет задавать систему необходимых требований к абсолютным и 
относительным значениям амплитуд колебаний точек вибрационного поля. В 
свою очередь, требования могут обладать рядом измерительных особенностей, 
связанных с точностью, достоверностью и др. В частности, требования к 
вибрационному полю могут быть избыточны или недостаточны. Избыточность 
условий не позволяет построить вибрационное поле с заданными требованиями, а 
недостаточные условия предполагают возможность разработки критерия выбора 
наиболее подходящего вибрационного поля. 

Задача заключается в разработке методологической основы построения 
вибрационный полей с учетом особенностей системы требований и критериев 
оптимальности. 

II. Математическая модель. Для построения математической модели 
используется формализм Лагранжа, в рамках которого строится система 
дифференциальных уравнений с учетом нулевых начальных условий: 

0M y Ky Kz+ =r r r&& , (2) 

где 0
T TM U MU V JV= + – матрица массоинерционных коэффициентов, 

U, V – матрицы связи координат, K – матрица жесткости. 
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Система дифференциальных уравнений (2) с помощью интегральных 
преобразований Лапласа приводится к системе алгебраических уравнений:  

( )2
0M p K y Kz+ = , (3) 

где знак «–» над векторами y и z обозначает изображение по Лапласу [29]. 
Система алгебраических уравнений (3) может быть представлена в виде 

структурной схемы эквивалентной в динамическом отношении системы 
автоматического управления (рис.2). 
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Рис.2. Структурная схема механической колебательной системы по рисунку 1, 
p=jω, ω – частота внешних возмущений, j=√-1 , ai , bi , ci – коэффициенты [6] 

 
Динамические состояния системы могут быть определены на основе 

структурной схемы с помощью построения передаточных функций, для которых 
входным сигналом служит кинематическое возмущение системы, а выходным 
сигналом амплитуда колебания координаты объекта, динамическое состояние 
которого оценивается: 
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4
4( )

g

y
W p

z
= , (7) 

5
5( )

g

y
W p

z
=  (8). 

Фиксированная конфигурация внешних возмущений z̅ (1) определяет 
совокупность y̅ колебаний точек механической колебательной системы: 

( ) zKKMy
12

0
−

+−= ω . (9) 
Распределение амплитуд колебаний представляет собой вибрационное 

поле. 
III. Построение оптимального вибрационного поля. Для формирования 

вибрационных полей может быть сформулирована система строгих требований с 
помощью матрицы A0 и вектора значения b по аналогии с методами, 
используемыми в теории абстрактных сплайнов [30-33]: 

A0 y̅ = b,  (10) 
– здесь и далее значок «-» над символом интерпретируется как амплитуда 
колебаний гармонической формы.  

Система строгих требований (10) к вибрационному полю может 
обеспечиваться совокупностью различных конфигураций внешних 
кинематических возмущений. Для выбора наиболее подходящего вибрационного 
поля использован критерий оптимальности. В качестве критерия оптимальности 
может быть выбран вариационный функционал, отображающий представления о 
возможных формах вибрационного поля или его энергетических 
характеристиках: 

yyTyT ee ,)( 0= ,  (11)  

где Te0 – неотрицательная матрица, отображающая критерий оптимальности 
вибрационного поля. 

Формальная задача построения вибрационного поля на основе критерия 
оптимальности (11) с учетом системы строгих требований (10) имеет вид: 

( ) 12
0 0,

( ) arg min ( )e
A y b y M K Kz

y T yσ
ω

ω
−

= = − +
= . (12) 

Решение задачи (12) построения оптимального вибрационного поля на 
основе системы строгих требований и критерия оптимальности найдено в виде: 

( ) σσ ω KzKMy
12

0
−

+−= . (13) 
Оптимальная конфигурация zσ внешних кинематических возмущений 

определена из системы алгебраических уравнений: 

( ) ( ) ( )
( )

1 1 12 2 2
0 0 0 0 0

12
0 0

0

0

T T
T

eK M K T M K K A M K K z

b
A M K K

σ
ω ω ω

ω

− − −

−

    − + − + − +             =   Λ    
 − +
 

,(14) 

где A0 – матрица, отображающая оператор необходимых условий. 
Заключение. Таким образом, поставлена и решения задача формирования 

оптимального вибрационного поля с учетом системы строгих требований. 
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Необходимо отметить, что разработанный подход может быть распространен на 
широкую совокупность задач построения оптимальных вибрационных полей 
механических колебательных систем на основе простых и комбинированных 
критериев оптимальности с учетом строгих требований и требований, 
допускающих сглаживание требуемых значений вибрационного поля. 
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