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Аннотация. В данной работе формулируется и решается задача о сжатии двухслойной 
биметаллической полосы, составленной из металлов с различными свойствами, в рамках 
модели жесткопластического тела. Математическое описание такой задачи в плоской 
постановке основано на составлении статически определимой системы, включающей 
дифференциальные уравнения квазистатического равновесия в частных производных, условие 
полной пластичности и уравнения Коши для деформаций. Решение задачи основано на 
следствиях из известной задачи Л. Прандтля. 
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Abstract. In this work, the problem of compression of a two-layer bimetallic strip composed of 
metals with different properties is formulated and solved within the framework of a model of a rigid-
plastic body . The mathematical description of such a problem in a flat setting is based on the 
compilation of a statically determinate system, including differential equations of quasistatic 
equilibrium in partial derivatives, the condition of complete plasticity, and the Cauchy equations for 
deformations. The solution of the problem is based on the consequences of the well-known problem of 
L. Prandtl. 
 

Высокий уровень механических характеристик изготавливаемых 
машиностроительных деталей, связанный с увеличением их эксплуатационного 
ресурса, закладывается на этапе формообразования обработкой металлов 
давлением. Теория течения металла в тонком пластическом слое, наряду с 
процессами холодного деформирования, с успехом может быть применена и для 
процессов, протекающих в условиях горячей деформации [1]. Будем считать, что 
пластическое течение происходит только в «мягком» слое, а второй слой при 
этом остается «жестким». Слой с повышенной пластичностью назовем «мягким», 
второй слой с более высоким сопротивлением деформированию – «жестким» 
(рис. 1). 
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Рис.1. Пластическое сжатие биметаллического композита 

 
С учетом принятых допущений замкнутая система уравнений краевой 

задачи будет иметь вид: 
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Граничные условия в данной постановке формулируются следующим 
образом: 
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Краевые условия на неизвестной свободной границе ( ) ,0,, ≡zyxF  которая в 
начальный момент времени задается соотношением: 

( ) .0,, 00 =−≡ xltzxF  
В случае, когда пластическое течение наблюдается только в одном слое, 

можно использовать решение задачи об осадке пластического слоя с 
неоднородными свойствами по толщине, т.е. ( )zss ττ =  в изотермической 
постановке [2]: 
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Присвоим ( )zsτ  постоянное значение: 
( ) constz ss =τ=τ 1 . 

Константы a и b определяются из следующих граничных условий 
,0:0z s1 baxz +⋅=σ=τ=  
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( ) .: 111 bahthz xzs +=σ=τ−=  
После решения системы, очевидно, получаем значения констант: 
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В результате, поле напряжений имеет вид: 
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Далее находим общую силу для осуществления пластической осадки: 
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Учтем условие, что 
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При выполнении этого условия прямая II располагается ниже прямой I (рис. 
2), которое, в свою очередь, доказывает выполнимость условия 

( )zkbazxz ≤+=σ  в области ,0 1hz <<  расположения «мягкого» слоя. 

Таким образом, в результате осадки биметаллической полосы, толщина 
пластического слоя 1h уменьшается до некоторого значения 10h : 
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и дальше пластическое течение распространяется на весь объем биметаллической 
полосы. 

Предположим, что теперь вся полоса по толщине охвачена пластической 
деформацией. Для этого случая можно воспользоваться решением (7), в котором 
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Находим постоянные a и b из соответствующих условий на контакте: 
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( ) .: 21121 bhhahhz xzs ++=σ=τ−+=  
Решая составленную систему, находим 
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,1
21

21
s

ss
xz z

hh
τ+









+
τ+τ−=σ  

,0
21

21 cx
hh

ss
zz −









+
τ+τ=σ  (11) 

( ) .2
2

1
21

212
10

21

21










τ+









+
τ+τ−−τ+−









+
τ+τ=σ s

ss
s

ss
xx z

hh
zcx

hh
 

Заметим, что условие ( )zkbazxz ≤+=σ  выполняется во всей области, 

занятой биметаллической полосой. 
В рассматриваемом случае, прямая II располагается выше прямой I (рис. 3), 

то есть выполняется условие: 
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Рис. 2. Параметры течения в 

биметаллической полосе для случая 1 

 
Рис. 3. Параметры течения в 

биметаллической полосе для случая 
2 

 
Утверждение. Условия (9) и (12) совпадают с условием, выведенным в 

работе [1] из принципа максимума мощности внешних сил: истинному 
положению границы течения неоднородного по толщине пластического слоя в 
данном состоянии соответствует минимуму мощности, необходимой для 
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перевода композита в пластическое состояние. При заданном законе сближения 
деформирующих инструментов минимуму мощности соответствует условие 
минимума внешних сил. 

Для доказательства сформулированного утверждения достаточно 
вычислить необходимую силу для сжатия композита, соответствующую второму 
случаю, при условии, что вся биметаллическая полоса охвачена пластическим 
течением: 
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Найдем постоянную интегрирования c0, входящую в соотношение (13): 
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Из соотношений (8) и (14) делаем заключение, что условию течения всей 
биметаллической полосы соответствует условие (12), которое совпадает с 
условием минимума внешних сил. Преобразуем условие (12) к виду 

( ) ( )211121 2 hhh sss +τ<τ+τ . 
Или из анализа неравенства (15) можно сформулировать следующий вывод. 
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Будем считать, что 1sτ , 2sτ , 1h  известны. Это означает, что соотношение 
(15) накладывает ограничения на параметр 2h : чем большие различие в 
пластических характеристиках материалов слоев, тем больше следует принять 
относительную толщину слоя, имеющего более высокий предел текучести. 
Условие (15) подтверждается результатами, полученными в работах [3, 5]. 
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