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Аннотация. В линейной постановке исследована задача об устойчивости в сверхзвуковом 
потоке газа пластины переменной толщины, составляющей часть поверхности тонкого клина. 
Пластина имеет шарнирное опирание по краям, вектор скорости потока направлен по оси 
клина. Предложен вариант решения задачи оптимизации распределения толщины при 
некоторых дополнительных ограничениях.  
 

THE OPTIMIZATION OF PLATE THICKNESS DISTRIBUTION IN 
SUPPLEMENTED AND REFINED STATEMENT OF THE PANEL FLUTTER 

PROBLEM 
 

Kudryavtsev B.Yu. 
Gubkin Russian State University of Oil and Gas, Moscow 
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Abstract. The problem of stability in the supersonic gas flow of the plate of variable thickness, which 
forms a part of the surface of a thin gusset, was approached in the linear setting. The plate is freely 
supported along the edges, the velocity vector of the flow is directed along the axis of the gusset. A 
solution for optimization of the plate thickness’ distribution was proposed for the case of some 
additional constraints. 
 

Библиография статей по теме панельного флаттера довольно обширна [1-5]. 
В частности, в ряде работ рассмотрена пластина переменной толщины [6-9]. 
Предлагаемая статья содержит вариант решения задачи оптимизации 
распределения толщины пластины, составляющей часть поверхности тонкого 
профиля, для повышения устойчивости. 

Пусть имеется пластина, которая находится на поверхности тонкого клина 
и в плоскости OXY занимает область { }0 0( , ), ,0 1G x y x x x s y= ≤ ≤ + ≤ ≤ . Кромки 

пластины шарнирно оперты. Вектор скорости потока направлен по оси клина. 
Следуя [1-6], запишем линейное уравнение колебаний в виде 
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с соответствующими граничными условиями 
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w - прогибы пластины, ),(10 yxhhh ⋅=  и l - ее толщина и ширина, ρ – плотность 
материала, Е – модуль Юнга, v – коэффициент Пуассона, k – показатель 
политропы, M – число Маха, v – скорость потока, p и c0 – давление и скорость 
звука в невозмущенном потоке, α – угол полураствора клина, наклон ударной 
волны β  определяется из уравнения 

ββη+α=β tgtgatgtg )( . 

Рассмотрим случай, когда 1)),()((1),( 211 <<ε+ε+= yfxfyxh , где )(1 xf  и 
)(2 yf  – симметричные относительно соответствующих середин сторон пластины 

функции, удовлетворяющие условиям: 

∫ =
s

dxxf
/1

0
1 0)( , ∫ =

1

0
2 0)( dyyf . (1) 

Тогда с точностью до бесконечно малых высшего порядка 

))()((31),( 21
3

1 yfxfyxh +ε+= , и уравнение колебаний можно представить 
следующим образом: 
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Решения уравнения колебаний возьмём в виде 
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Критическую скорость потока крv  будем находить как наименьшую 

скорость v, при которой комплексная частота ω  переходит в правую 
полуплоскость. Проведя процедуру Бубнова-Галеркина, получим систему двух 
уравнений с двумя неизвестными. Условие существования нетривиального 
решения составляет характеристическое уравнение, содержащее ω  и M . 
Переходу от устойчивого состояния к неустойчивому будет соответствовать 
чисто мнимое значение ω [6]. Для упрощения обозначений возьмем x0=0. 
Приравняв к нулю действительные и мнимые части уравнения, получим с 
точностью до слагаемых первого порядка малости относительно  выражение для 
нахождения 0/ cvM кркр = : 

∫∫ πε+πε+=
ss

кр xdxsxfMdxxsxfMMM
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Задача оптимизации состоит в том, чтобы определить такую функцию h1, 
при которой крM  принимает наибольшее значение при некоторых 

дополнительных ограничениях [8]. В качестве ограничений, следуя [10], возьмем 
условия (1) и 

Cdxxf
s
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Первые условия означают постоянство площади перпендикулярного 
сечения пластины при фиксированной другой координате, вторые – что решение 
задачи ищется в классе гладких функций.  

Функция Лагранжа рассматриваемой задачи имеет вид: 
+πλ+λ+′λ+πλ+π= yyfxfxfsxxfsxxffL 2

2413
2

12
2

11
2

1 sin)()())((2sin)(sin)()(  
)())(( 26

2
25 yfyf λ+′λ+ , 

где iλ  – неопределенные множители. Из условий стационарности получаем 
систему уравнений 
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Тогда 
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Параметры iη  и iµ  находятся из граничных условий и ограничения (1).  

Учитывая симметричность функций 1f  и 2f , положим: 
( ) ψ−=′ψ=′ sff /1,)0( 11 , γ−=′γ=′ )1(,)0( 22 ff . 

Из равенства нулю интегралов получаем: 

γ−=µγ=µγ−=µψ−=ηψ=ηψ−=η 3213221 ,,
6

,,,
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s
s
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Окончательно будем иметь 

sxsxsxx
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При этом для достижения эффекта оптимизации знак ε нужно выбирать в 
зависимости от коэффициентов iM . Наличие x0, не равного нулю, даст, очевидно, 
аналогичный результат. 
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