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Аннотация. Твердое тело – недеформируемое тело – такое, что при любом движении и 
взаимодействии расстояние между любыми двумя точками этого тела остается неизменным. 
Поступательное движение твердого тела – такое движение, при котором отрезок, соединяющий 
любые две точки тела, переносится параллельно самому себе. При поступательном движении 
траектории движения всех точек тела одинаковы, поэтому достаточно рассмотреть движение 
какой-либо точки тела, например центра масс. Если такой точке приписывается вся масса тела, 
тогда ее называют материальной точкой. 
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Abstract. The solid body, the non-deformable body, is such that in any movement and interaction the 
distance between any two points of this body remains the same. The progressive movement of the 
solid is a movement in which the segment connecting any two points of the body is transferred 
parallel to itself. When moving forward, the trajectory of all points of the body is the same, so it is 
enough to consider the movement of any point of the body, such as the center of the masses. If such a 
point is attributed to the entire body weight, then it is called a material point. 
 

Рассмотрим движение материальной точки по произвольной траектории 
(рис. 1). 
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Рис. 1. Движение материальной точки по произвольной траектории 
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Введем понятие скорости материальной точки как производной радиус-
вектора материальной точки. Тогда: 
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Из определения скорости следует, что в любой точке траектории вектор 
скорости направлен по касательной к траектории [1]. 

Средняя скорость: 
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Введем понятие ускорения материальной точки как производной вектора 
скорости: 
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Для того чтобы взять производную, необходимо записать вектор скорости 
следующим образом: e

rr ⋅ν=ν , где ν  – модуль вектора скорости[2]; e
r

 – 
единичный вектор, совпадающий в каждой точке траектории с вектором скорости 
(рис. 2). 
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Рис. 2. Единичные векторы e

r
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Тогда производная определяется по правилу производной произведения: 

eea ′⋅ν+⋅ν′=ν′= rrrr
, (3 а)  

где ν′  – производная модуля скорости; e
r

 – единичный вектор; e′r  – производная 
единичного вектора [3]. 

По определению производной: 
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Модуль вектора 
→
∆e  (рис. 3) равен основанию равнобедренного 

треугольника с боковыми сторонами, равными единице. При малых углах ϕ∆  
между векторами 2e

r
 и 1e

r
 синус угла примерно равен самому углу, выраженному 

в радианах. Поэтому модуль производной единичного вектора можно выразить 
следующим образом: 

ω=
∆
ϕ∆=

∆

ϕ∆

=
∆

ϕ∆

=
∆
∆

=′
→∆→∆→∆→∆ tttt

e
e

tttt
limlimlimlim

0000

2
2

2
sin2r

r
. 

Последний предел по определению равен модулю угловой скорости 
поворота ω  единичного вектора e

r
[4]. 
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Рис. 3. Определение разности векторов 12 eee
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Определим направление производной единичного вектора e

r
. Как видно из 

рисунка 3 направление вектора 
→
∆e  при 0→∆t  стремится к перпендикуляру к 

траектории в этой точке, поэтому производная единичного вектора e
r

 может быть 
записана следующим образом: 

ne
rr ⋅ω=′ , 

где n
r

 – единичный вектор, в любой точке траектории перпендикулярный вектору 
e
r

 [5]. 
В результате получим формулу для ускорения материальной точки: 

nea
rrr ⋅ω⋅ν+⋅ν′= . (3 б)  

Из нее следует, что вектор ускорения в любой точке траектории является 
суммой двух взаимно перпендикулярных векторов (рис 4), тангенциального аττττ и 
нормального аn ускорений[6]. 
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Рис. 4. Нормальное аn , тангенциальное аττττ и полное а ускорения в произвольной 

точке траектории [7] 
 

Из рис. 4 и формулы (3б) понятно, что модуль полного ускорения равен 

( ) ( )2222 ω⋅ν+ν′=+= τ naaa . (4) 
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