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Аннотация. Показано, что для заданного расстояния и времени при использовании управления 
в виде «разгон-торможение» возможно снижение энергии для достижения цели движения, по 
сравнению с управлением, найденным вариационным методом теории оптимального 
управления. Реверсионно сконструированные оптимальные управления применимы и для 
переносного движения упругих объектов. Если частоты собственных колебаний упругой 
системы отличаются в целое число раз, то это позволяет по всем модам колебаний достичь 
абсолютного покоя в конечном состоянии.  
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Abstract. It is shown that for the adjusted distance and time and using control in the form of 
"acceleration-deceleration", it is possible to reduce the energy to achieve the motion purpose in 
comparison with the control found by the variational calculus method of the optimal control theory. 
Reversively constructed optimal controls are applicable to the translational motion of elastic objects. 
If the frequencies of the elastic system natural oscillations differ by an integer number, then this 
allows to reach the absolute quiescence position in the final state for all oscillation modes. 
 

В работах [1-6] приведены результаты исследований переносного 
поступательного и вращательного движений упругих систем, но без оценки 
затрат энергии на реализацию таких движений. Однако, в случае управления типа 
«разгон-торможение» существует предельное минимальное значение энергии для 
достижения за заданное время цели движения. Необходимо дальнейшее 
совершенствование алгоритма конструирования управления с учетом 
минимальной энергоёмкости. 

Цель исследования – применение в алгоритме реверсионного 
конструирования дополнительного условия, отражающего существование 
предельно возможной минимальной энергии для реализации движения. 

При конструировании управления в виде полинома просматривается 
закономерность: с ростом степени полинома с учетом условий косой симметрии 
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энергия управления стремится к некоторому пределу. Например, при 
использовании полинома 
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С увеличением степени полинома наблюдается стремление затраченной 
энергии к половине значения энергии, полученной при решении задачи 
управления вариационным методом с использованием квадратичного критерия 
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Энергия управления в этом случае: 
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Конструирование управления показывает, что при непосредственном учете 
дополнительного условия в виде предельного значения энергии, равного 
половине энергии классического управления, удается максимально приблизиться 
к такому предельному значению энергии ипри снижении степени полинома. 

Пример. Задан полином ускорения 
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с условиями косой симметрии 
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и дополнительное энергетическое 
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После определения констант из системы нелинейных алгебраических 
уравнений получены выражения для ускорения (управления), скорости и 
перемещения объекта (в переносном движении). На рисунке 1 изображены 
графики Ue(t), Ve(t), Se(t) конструируемого управления, а на рисунке 2 графики 
U1(t), V1(t), S1(t) управления, полученного классическим вариационным методом. 

 

 
 
 

 
 

 

t, с 

t, с 

t, с 

Ue(t) 
с 

Ve(t) 

Se(t) 

 
Рис. 1. Графики ускорения Ue(t), скорости Ve(t), перемещения Se(t) 

конструируемого управления 

 

U1(t), V1(t), S1(t) 
 V1(t)  S1(t) 

U1(t) 

t, c 

 
Рис. 2. Графики ускорения U1(t), скорости V1(t), перемещения S1(t) для 

управления, полученного вариационным методом 
 

Относительное движение 
Как было установлено, кососимметричные управления переносным 

движением упругих систем обеспечивают относительный либо абсолютный 
покой в конечном состоянии, причем время движения при известной частоте 
собственных колебаний системы (с одной степенью свободы) находилось из 
моментных соотношений в относительном движении как общих корней системы 
трансцендентных уравнений ( (T) 0,   (T) 0)x x= =& . Графический поиск корней 
рассмотрен в работах [4-5].  

Для системы с одной степенью свободы, относительное движение которой 
описывается уравнением 

2
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с нулевыми начальными условиями при k = 2π с-1 

состояние абсолютного покоя 
достигается в момент времени Т = 1 с. 
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Графики перемещения и скорости изображены на рисунке 3. В случае 
классического управления переносным движением графики относительного 
движения изображены на рисунке 4.  

 

t, с 

( )x t& , x(t) ( )x t&  
 x(t) 

 
Рис. 3. Графики перемещения x(t) и скорости ( )x t&  для конструируемого 

управления 

 

t, с 

( )x t& , x(t) 

 x(t) 
( )x t&  

 
Рис. 4. Графики перемещения x(t) и скорости ( )x t&  для управления, полученного 

вариационным методом 
 

В случае системы с конечным числом степеней свободы абсолютный покой 
по всем модам колебаний (при движении из состояния покоя) достижим в 
системе с частотами собственных колебаний, отличающимися в целое число раз 
(кратными частотами). Такая система может быть заранее запроектирована. 

Если, например, массы и частоты собственных колебаний заданы, то могут 
быть найдены коэффициенты жесткости упругих связей. Алгоритм 
проектирования иллюстрируется на простом примере системы с двумя степенями 
свободы. Уравнения относительного движения системы, изображенной на 
рисунке 5: 
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где m1, m2 – сосредоточенные массы; С1, С2 – коэффициенты жесткости; Ue(t) – 
переносное оптимальное ускорение (управление). У однородной системы 
частотный определитель 
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Рис. 5. Упругая система с двумя степенями свободы 
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Задача нелинейная, необходимо найти коэффициенты жесткости С1 и С2. Из 
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При переносном движении из состояния покоя константы В1, В2, α1, α2 

найдены с использованием начальных условий ( ) ( )1 2 10   0,   0 0,   0 0,x x x= = = 

( )1 2 10   0,   0 0,   0 0,x x x= = =& ( )2 0 0,x =&  преобразующихся к системе трансцендентных уравнений. В 

данном случае: B1 = – 0, 0085 м; B2 = 0, 0083 м; α1 = – 6,2832; α2 = 6,2832. 
Моментные соотношения подтверждают существование общих корней (для 

времени движения), которые отличаются в целое число раз: 

11 , где 1,2566с,   1,2,3....iT T nT n= ⋅ = =  
Графики 1 2 1 2( ),   ( ),   ( ),   ( )x t x t x t x t& &  при 1

1 1м,   5cL p −= =  изображены на 
рисунке 6. 
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Рис. 6. Графики перемещений и скоростей 

 
Вычислительный эксперимент подтверждает достижение относительного 

покоя в момент времени Т1=1, 2566 с. по двум модам колебаний. 
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Обоснование переносного ускорения (управления) в виде 
периодической функции 

Принято 
( ) sin .eU t a pt=  (3) 

Из (3) в переносном движении выражения для скорости и перемещения: 
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Рис. 7. Графики переносного движения 

 
Графики переносного движения (рисунок 7) подтверждают достижение 

переносного покоя – при перемещении системы на расстояние L за время Т. В 
сочетании с относительным покоем наступает в конечном состоянии абсолютный 
покой. Запроектированная система с заданными кратными частотами облегчает 
достижение с высокой точностью требуемого состояния покоя упругой системы 
при достижении конечного состояния. 
 

Выводы 
1. Впервые получено оптимальное управление переносным движением 

объекта (при заданных L и T) с предельной возможной энергоемкостью. Такое 
управление применимо и движении упругих объектов с целью достижения 
абсолютного либо относительного покоя в конечном состоянии. 

2. На основании результатов теоретических исследований предполагается 
проектирование и программирование механических исполнительных органов для 
практической реализации данного типа движения: в мехатронных модулях, 
манипуляторах, автомобилях и других объектах современной техники. 

3. Важно отметить, что управлению соответствует уравнение Эйлера и 
новый восстанавливаемый реверсионно функционал-критерий, который может 
быть непосредственно использован для обратной проверки результата 
вариационным методом теории оптимального управления. 
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